Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Algebra - Nivel 2 Aula 3
Prof. Marcelo Mendes

Sequéncias

Uma sequéncia nada mais é do que um conjunto de niimeros ordenados. Assim, pode-
mos estabelecer um primeiro termo (a1), um segundo termo (az), ... e o termo geral de
uma sequéncia é escrito na forma a,. Os problemas costumam informar qual é o valor de
alguns termos e uma lei de formacao para os demais termos. Se necessario, faremos uso de
termos, que na sequéncia, sdo anteriores aos termos dados ou posteriores (que serd mais
raro).

Algumas vezes, essa lei de formagao sera implicita, ou seja, nao poderemos calcular os
termos diretamente a partir da posicao que eles ocupam na sequéncia. Por exemplo, se
cada termo é a soma dos dois termos imediatamente anteriores e os primeiro e segundo
termos sao iguais a 1. Possivelmente, precisaremos de uma lei explicita, que calcula um
termo da sequéncia apenas a partir da posicao que ele ocupa.

No paragrafo anterior, a sequéncia em questao € a famosa Sequéncia de Fibonacci. Na
préxima aula, vamos aprender como encontrar seu termo geral.

1 Sequéncias simples

Problema 1. Mostre que a sequéncia definida por a, = n? +n + 2 para n > 1, entdo na
sequéncia aq, as, as, ... contém a,, quadrado perfeito, mas apenas em quantidade finita.

Solugao. Inicialmente, veja que a1 = 4, que é quadrado perfeito. Mas para n > 1, ocorre

n?<n?®4+n+2<n®+2n+1,

ou seja, a, esta situado entre 2 quadrados perfeitos consecutivos e, portanto, ndo pode ser
um quadrado.

Problema 2. Uma sequéncia {a,} é definida por a; = 2 e, paran > 2, a, é o maior divisor
primo de aq - ag - ... - an—_1 + 1. Mostre que a,, nunca é igual a 5.



POT 2012 - Algebra - Nivel 2 - Aula 3 - Prof. Marcelo Mendes

Solugao. O méaximo divisor primo de a1 +1 =3 é ay = 3. Logo, sen > 2, a;-as-...-an_1+1
nao possui fatores 2 nem 3, ou seja, se a, = 5, entdo a; - ag + ... - ap_1 + 1 = 5% ou
ai-as - ... ap_1 = 5% — 1, que é multiplo de 4, uma contradicdo pois o dnico fator par do
membro esquerdo dessa ultima equagao é a; = 2.

Problema 3. (OBM) Considere a sequéncia oscilante:
1,2,3,4,5,4,3,2,1,2,3,4,5,4,3,2,1,2,3,4, ...
Determine o 2003° termo desta sequéncia.

Solucao. Uma parte da sequéncia, com 8 algarismos, se repete: 1,2,3,4,5,4,3,2. Di-
vidindo 2003 por 8, obtemos 3 como resto, e deste modo, o 2003° termo corresponde ao
terceiro elemento da parte da sequéncia que se repete, isto é, 3.

Problema 4. (OBM-Adaptado) A sequéncia de algarismos 1,2,3,4,0,9,6,9,4,8,7,... é
construida da seguinte maneira: cada elemento, a partir do quinto, é igual ao ultimo
algarismo da soma dos quatro anteriores. Os algarismos 2,0,0,4, juntos e nesta ordem,
aparecem na sequéncia?

Problema 5. Calcule a soma 1 —2+3—4+...— 98499 — 100.
2 Somas Telescépicas

Vamos entender o que é uma soma telescopica através do nosso primeiro exemplo.

2F(n) + 1

Problema 6. (EUA) Se F(n+1) = 5

mine o valor de F'(101).

paran = 1,2,..., e F(1) = 2, entao deter-

Solucao. Podemos reescrever a equagao que define os termos dessa sequéncia recursiva-
mente (isto é, em fungao de termos anteriores) da seguinte forma:

F(n+1)—F(n):§.

Assim, podemos escrever essas equacoOes variando n de 100 a 1:
1
F(101) — F(100) = 5

F(100) — F(99) = ~

[\

F(3) - F(2) = %
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F(2)— F(1) = %

Somando telescopicamente todas essas equagoes, obtemos F'(101) — F'(1) = 50, ou seja,
F(101) = 52 pois F(1) = 2.

Sequéncias como essa que acabamos de ver em que a diferenca entre os valores dos
termos consecutivos é constante sao chamadas de Progressao Aritmética (P.A.).

Acho que deu pra entender o que é uma soma telescépica: sdo somas em que 08 termos
intermedidrios sao cancelados e, no final, sé restam o primeiro e o 1ltimo.

Pode até mesmo ser interessante escrever coisas do tipo

l-n=(1-2)+2-3)+...+[(n—1) —n].

Vejamos agora mais um exemplo.

Problema 7. Encontre o valor da soma

_ + L + 1 +..+ !
T 1x2 2x3 3x4 7999 x 1000

Solucao. Essa é uma aplicacdo cldssica para somas telescopicas. Observe que os denomi-

nadores sao produtos de nimeros consecutivos. Com o auxilio da identidade ——— =

Ex(k+1)
1 1 .y
- 11 1m
? k:+1’CO cluimos que
1 1 1 1 1 1 1 1 1 999
S T S 1 =2
S=1-3%t373%t3 17 "o 1000 "> 1000 _ 1000
Problema 8. (EUA) E t ! + ! + : +..+ !
r m . _— .
HEOHMEe & SO T e T 35 " 5 x 7 9255 % 257
Problema 9. (OBM) Encont CRNNINE SIS S !
robplema . ncon reasomalx4 4)(7 7)(10 2998)(3001

Problema 10. (Hungria) Prove que para todos os inteiros positivos n,

! + ! + ..+ ! - + ! + ..+ !
1-2 34 7 (2n-1)-2n n+1 n+2 7 2n
Solucdo. Veja
1 N 1 - 1 . 1+1 1 N 1 1
1-2 34 7 (2n—-1)-2n 2 3 4 77 2n—1 2n
ST I A IR S S
23 4 T " 2n—1 2n 2 4 7 2n
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:1—1—14-14-1—1—...4— ! —I—i—[l—l—l—l—..ﬂ-l}

2 3 4 2n—1 2n 2 n
1 1 1
_n+1+n+2+'"+%'

Observe que, apesar de muito semelhante aos problemas anteriores, este nao utiliza
soma telescopica.

Problema 11. O pagamento de um certo pintor aumenta de acordo com o dias em que
ele trabalha. No primeiro dia ele recebeu 1 real. no segundo dia ele recebeu o que ti-
nha ganho no primeiro dia mais 2 reais. No terceiro dia ele recebeu o que tinha recebido
no segundo dia mais 3 reais. Desse modo, quanto o marceneiro ira receber no centésimo dia?

Solugdo. Seja L,, o valor pago no n-ésimo dia. O problema no diz que L, +; = L, +(n+1).
Vamos escrever varias equagoes seguidas:

Ln+l = Ln + (n + 1)
L, = Ly_1+n
Ln—l = Ln—2 + (TL - 1)
Lo = L1+2

Somando tudo, obtemos um cancelamento de vérios termos (soma telescépica), so-

brando:

+1)(n+2
LnJrl:(”+1)+n+(n—1)+...+2+1:%(")_

1 1 1
+ +ot——
VI+V2 V2+43 V99 + /100

Solucao. A dica é racionalizacdo dos denominadores:

1 - 1 .\f—\/i__ B
NV e A v R ()

Repetindo o procedimento para as demais parcelas, chegamos a:

—S=V1-vV2+V2-V3+..+V99 - V100 = V1 - V100 = —99
& 5 =99,

Problema 12. Prove que S = é um numero inteiro.

que é um numero inteiro.

Problema 13. Determine o valor da expressao

SRR S SRR |
~ 12002 2002 2002 2002 Vi+V2 T Va3 T VEHVA /991 /100

E = et ——
2-6 +6-10+10-14+ +1998-2002
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Problema 14. (EUA) A Sequéncia de Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13,21, ... comega com dois
1s e cada termo seguinte é a soma de seus dois antecessores. Qual dos dez digitos (do sis-
tema de numeracao decimal) é o tltimo a aparecer na posi¢ao das unidades na seqiiéncia
de Fibonacci?

Problema 15. (OBM) Determine o méximo divisor comum de todos os termos da sequéncia

cujos termos sao definidos por a, = n® — n.

Problema 16. (EUA) Considere uma sequéncia u, definida por u; =5 e a relacao
Upt1 — U, =3+4(n—1),n=1,2,3, ...
Se u,, é expresso como um polinémio em n, determine a soma algébrica de seus coeficientes.

Solugao. Podemos escrever

Up — Up—1 =3+ 4(n —2)
Up—1 — Up—2 = 3+ 4(n — 3)

UQ—U1:3+4-1

Somando todas essas equagoes, obtemos

Up—ur=3n—1)+4(1+2+..+(n—-2)=3n—-1)+2(n—1)(n—2)

:>un:2n2—3n—|—6,

cuja soma dos coeficientes é 5.

Problema 17. (Estonia) Prove a desigualdade

2241 3241 20102 + 1

2010 et ——
<22—1+32—1+ 20102 — 1

< 20101
5"

- 1
Problema 18. Calcule a soma .
; (k+DVEk+EkVE+1
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Qn

Problema 19. Considere a seqiiéncia definida por a1 =1 e apy1 = T Calcule aogqo.

3
“Qp

Solucao. Comecaremos com um artificio algébrico bastante 1til que é observar que, na
férmula de a1, a fraggo do membro direito pode ser melhor desenvolvida se for invertida,
porque poderemos desmembrar o resultado. De fato, temos
1 14+n-a, 1
g [ — _|_ n
an+1 QA Gnp

1 1

— — =n.
Ap41 Gnp,

Assim, obtemos uma chamada equacdo de diferenca. Variando o valor de n de forma
decrescente de 2010 a 1, chegaremos a

1 1 _
azu1 2010 = 2010
azorr  asoi0 2009
1 1 _
y — % _ °
s T a 1

Somando essas 2010 equagoes membro a membro, obtemos

1 1 2010 - 2011
—— =142+...42009 + 2010 = —— = 2021055
asp11 a1 2

& = 2021056.

2011

1
Portanto, aggr1 = 5071056 °
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3 Produtos Telescopicos

A ideia é semelhante a das somas telescopicas, mas o cancelamento ocorre pelo produto
€ nao por soma.

Problema 20. No ano 1 Papai Noel viajou sozinho para entregar seus presentes na noite
de Natal. No ano seguinte, ele percebeu que precisava de um ajundante e contratou um
Matesito (tipico habitante do Pélo Norte). A cada ano, ele sempre precisava dobrar a quan-
tidade de Matesitos e contratava mais Matesitos para guiar as renas. Quantos Matesitos
Papai Noel vai precisar contratar no ano de 20127

Solucao. Seja L, o numero de Matesitos em cada ano. O problema no diz que L,11 =
2L, + 1. Somando 1 aos dois lados obtemos L, 1 + 1 = 2(L, + 1). Vamos escrever varias
equacoes seguidas:

Ln +1 = 2(Ln—1 + 1)
Lo1+1 = 2(L,—o+1)
Lo+1 = 2(L;+1)

Multiplicando tudo, obtemos um cancelamento de vérios termos (produto telescépico),
sobrando:
Lpii+1=2x2x2... x2=2""=p, =2t 1
n+lvezes

— 22012 1.

Em particular, Logio

Problema 21. Uma sequéncia é definida por a1 = 2 e a,, = 3a,_1 + 1. Determine a soma
a1 +ag+ ...+ ay.

Problema 22. Considere a sequéncia recorrente definida por a; = 14 e a,41 = a2 — 2.
Prove que o nimero /3 (a2 — 4) é divisivel por 4, Vn € Z,n > 1.

Solugao. Primeiro, veja que 4/3 (a% — 4) = 24. Observe que
Unp1 —2=0a2 — 4= (an +2)(an — 2).
Reduzindo os indices, obtemos também

ap — 2 = (ap—1+2)(an-1 —2)

az —2 = (ag +2)(az — 2)
ag — 2= (a1—|—2)(a1 —2)
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Multiplicando todas essas equacoes telescopicamente, obtemos

Apy1 — 2 = (an + 2)(an_1 + 2)...(&1 + 2)((11 — 2)
sal-4=d_ |- a® 5 .. 16-12

& 3(ak—4)=as_y-a5_y-... 16 36.

S 3@—-4)=ay1-ap2-...-4-6,

que é multiplo de 4.

Problema 23. Sejam 7y =3 er, =r2_; —2,Yn > 2. Se s, = r, — 2 para n > 1, prove que

sj tem, no minimo, 2 - 37-2 divisores positivos, j > 2.

Problema 24. (EUA) Defina uma sequéncia de nimeros reais aj,as,as,... por a; = 1 e
aiﬂ = 99a3,¥n > 1. Determine o valor de ajgo.

Problema 25. Calcule o valor de (104 + 324) (224 + 324) (344 + 324) (464 + 324) (584 + 324)

(4% 1+ 324) (167 + 324) (287 + 324) (40* + 324) (52% + 324)

8 12 16 dn 44 2008
& i . 2
Problema 26. Qual é o valor do produto 15 T T 2000
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13.
14.

17.

18.

21.

23.

24.

25.

Dicas

. Agrupe os nimeros aos pares.

Use — L1 1
' k-(k+2) 2\k k+2)

. Pense numa ideia semelhante a sugestao do problema 8.

Use mais uma vez uma ideia parecida com a do problema 8 e veja o problema 12.

Calcule os primeiros termos até chegar a resposta.

U n?+1 - 1 1
s€¢ —m————— = .
(n—1)(n+1) n—1 n+1

Fatore o denominador pondo vkvk + 1 em evidéncia. Depois, racionalize o denomi-
nador multiplicando numerador e denominador por vk + 1 — vk e surgird uma soma
telescopica.

Subtraindo as equacgtes a, = 3a,-1+ 1 € a,—1 = 3a,—2 + 1, obtemos a, — an_1 =
3(ap—1 — an—2). Depois, multiplique vérias dessas equagoes seguidas (produto te-
lescépico).

Veja problema 21.
Multiplique vérias dessas equagoes seguidas (produto telescépico).

Use a*+18% = a*+2a?-18+18%—36a* = (a® + 18)2—(6a)2:(a2 + 6a + 18) (a? — 6a + 18).
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Respostas

4. Nao

128
8. m

1000
9. m
13. 2002V

14.

[«

15. 6

18 n+1—1

21 5:3"—2n—>5

24. 9933
25. 373
26. 502

10



