Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Algebra - Nivel 2
Prof. Marcelo Mendes

Aula {7

Inducao - Parte 11

Vamos iniciar esta aula com a resolucao de alguns problemas propostos na aula anterior.

1 Resolucao de Problemas da Ultima Aula

Problema 1. a) Verifique que a soma dos inversos de 2,3 e 6 é 1.
b) Prove que Vp natural, p > 3, existem p naturais 2 a 2 distintos nj,ng, ..., n, tais que
1 1 1

—+— 4. +—=1
ny ng Tp

Solugao. O primeiro item é imediato
L1, 1 34241

273756 6
A partir dessa soma, seguindo a dica dada na aula passada, obtemos

1+1+1_1
4 6 12 2

1+1+1+1_1
2 4 6 12

1
simplesmente dividindo por 2 e somando 5 a cada lado em seguida.

Agora vamos repetir a argumentacao para o passo indutivo.

Suponhamos que ja tenhamos k& niimeros naturais 2 < nj < ng < ... < ny tais que

1 1 1
—t — 4+ ...+ — =1
ni n2 ng
Dai
1 1 1 _1

2n1+2—ng U on, 2
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que é a soma dos inversos de k 4+ 1 numeros naturais distintos pois 2 < 4 < 2nq < 2n9 <
e < 20,

Problema 2. Sabe-se que a+ 1 é um inteiro. Prove que todos os niimeros da forma a™+ in,
n=2,3,..., também sao inteilqos. ¢
Solugao. Vejamos os casos iniciais para perceber como o padrao novamente é mantido para
o passo indutivo. Para n = 2,

1 1 1
a2+—2:<a+—> <a+—>—2
a a a

. . o 1 1 1\?
que é claramente inteiro. A multiplicacado | a + — a+ — | nolugar de | a + — | é para
a a a

preparar melhor para o passo indutivo. Para n = 3,

3 1 9 1 1 1
a+—==\a"+—=5]la+—-]—|a+—
a3 a? a a

que também ¢ inteiro. Pronto, agora estamos bem preparados para o passo indutivo, basta

repetir o argumento para os casos pequenos. Suponha que a" + — seja inteiro para todo
a

1
k < n (indugdo forte). Em particular, a* + — e ab=1 4 sao inteiros. Logo
a

ak—1

1 1 1 1
k+1 _ [k k—1
a +ﬁ_<a +—k><a+—>—<a +ﬁ>

também é inteiro.

Problema 3. Prove que
1-141-2.241-2:3.34..41-2-.-(n-1)-n-n=1-2-..-n-(n+1)—1,

Vn > 2 natural.
Solucao. Observe que podemos reescrever a soma da seguinte forma

142024334+ ..+nl-n=(n+1)-1,

sendo k! =1-2- ...k o fatorial do nimero inteiro ndo-negativo k (0! = 1).
i) Paran=1,1-1=2l—-1.

ii) Suponha que a identidade seja verdadeira para n = k, ou seja,

Uo1+420-243- 34 . +k-k=(k+1) — 1.
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iii) Agora vejamos para n = k+ 1. Vamos somar (k+1)!- (k+ 1) a ambos os membros da
suposta identidade do item ii):

14202433+ +k-E+(E+1)! - (K+1)
=+ +Ek+D) -+ —1=Fk+1D-(k+2) —1=(k+2) -1

2 Mais Problemas

Problema 4. (China) H4 pelo menos quatro barras de chocolate em n(n > 4) caixas.
Camila pode, por vez, escolher 2 caixas, pegar uma barra de cada uma dessas caixas e
colocé-las em uma terceira caixa. Determine se sempre é possivel por todas as barras em

uma mesma caixa.
Solugao. Vejamos o caso inicial com 4 barras. As possibilidades iniciais de quantidades

nas caixas sao
1,1,1,1,0,0,...
1,1,2,0,0,0,...
1,3,0,0,0,0, ...
2,2,0,0,0,0,...
4,0,0,0,0,0, ...

Se ocorrer o caso na 1% linha, entdo pegamos as barras nas caixas 3 e 4 e as passamos
para a 5® caixa. Assim, chegamos no caso da 2% linha (néo faz diferenga se o 2 aparece na
3% ou na 5% posicao).

Se ocorrer o caso da 2? linha, s6 precisamos deslocar as barras das caixas 1 e 2 para a
3% caixa e 0 objetivo esta feito.

Se ocorrer o caso da 3% linha, tomamos uma barra de cada caixa e as colocamos em
uma outra caixa, gerando a configuracao da 4¢ linha.

Se ocorrer o caso da 4% linha, tomamos uma barra de cada caixa e as colocamos em
uma outra caixa, obtendo o caso da 2% linha, que ja mostrado como se finaliza.

Finalmente, se ocorrer o caso da 5% linha, nao ha nada a fazer pois todas as barras ja
estao na mesma caixa.

Agora, vamos supor que seja possivel deslocar k barras, dispostas de maneira aleatoria
nas n caixas, para uma unica caixa.
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Numa configuragao com k+ 1 barras, separamos uma delas e realizamos o procedimento

indutivo com as demais k barras. Ficamos, assim, com

k,1,0,0,0,0,...

Podemos deslocar todas as barras para uma tnica caixa a partir dos seguintes movi-

mentos:

e a

k,1,0,0,... = k—1,0,2,0, ...

k—2,2,1,0,... > k—3,2,0,2, ...

k—1,1,0,1,... » k+1,0,0,0, ...

inducao foi finalizada.

Problema 5. Determine, com prova, se é possivel arranjar os nimeros 1, 2,3, ..., 1000 em
uma fila de tal forma que a média de qualquer par de niimeros distintos nao esteja localizada
entre esses dois ntimeros.

Solugcdo. Vamos provar um resultado mais geral para os nimeros 1,2, 3, ..., 2".

i)

ii)

iii)

n

Vejamos alguns casos iniciais.

Se n =1, os numeros sao 1 e 2 e nao ha nada a fazer.

Se n = 2, podemos dispor os numeros na ordem 1, 3; 2, 4.

Para n = 3, dispomos os nimeros na ordem 2, 6, 4, 8; 1, 5, 3, 7. Essa ordenacao
foi obtida a partir do caso n = 2 separando os pares dos impares da seguinte forma:
duplicamos os nimeros do caso n = 2 e obtemos 2, 6, 4, 8. Se o resultado era valido
para n = 2, entao duplicando permanece valendo. Em seguida, subtraimos 1 de cada
um desses pares, obtendo 1, 5, 3, 7, que também possui a propriedade desejada. Além
disso, tomando um niimero par e um numero impar, claramente a média nao aparece
no conjunto.

Suponha que seja possivel arranjar os nimeros 1,2, ..., 2% na forma
ai, ag, ..., ok

com a propriedade desejada.

Para 2F*! a ideia é a mesma mostrada para se passar de 4 para 8. Separamos os pares
e os fmpares de 1 a 281 da seguinte forma

2a1,2a3, ...,2a9x;2a1 — 1,2a2 — 1,...,2a9x — 1.
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Mostrado que o resultado é vélido para poténcias de 2, temos que é verdadeiro, em
particular, para 1024. Apds chegar a configuragao valida para 1024, é s6 apagar os nimeros
1001 até 1024.

Problema 6. Prove por inducao que

4
13—1—23—1—...+n3>%,

Vn € N.

Problema 7. Se A é um conjunto finito com n elementos, mostre que A possui 2™ subcon-
juntos.

Problema 8. Prove que dentre quaisquer 2m + 1 inteiros distintos, cujos valores absolutos
nao excedem 2m — 1, é possivel encontrar 3 deles cuja soma é igual a 0.

Solucdo. Provemos o resultado por indugdo. Para m = 1, nossos niimeros serao {—1,0,1}
e sua soma ¢ zero. Suponha que o resultado seja verdadeiro para m =k — 1,k > 2.

Considere um conjunto arbitrario A formado por 2k + 1 niimeros cujos valores absolu-
tos nao excedem 2k — 1. Se dentre eles houver 2k — 1 ntimeros cujos valores absolutos nao
excedem 2k — 3, o resultado é verdadeiro pela hipdtese de inducao.

Caso contrario, sem perda de generalidade, podemos considerar que A contém os
numeros 2k — 1,2k — 2, —2k + 1(—2k + 1 estd) ou 2k — 1,2k — 2, —2k + 2(—2k + 1 ndo
estd e os demais estao). Primeiro, considere os seguintes 2k — 2 pares de nimeros, supondo
2k — 1 e —2k + 1 no conjunto:

(1,2k —2)
(2,2k — 3)
(3,2k — 4)
(k,k—1)
(=1, -2k +2)
(=2, -2k + 3)
(—k + 1, —k)

Se 0 esta dentre os numeros escolhidos, entdao juntamente com 2k — 1 ou —2k + 1
terfamos um tripla com soma zero. Sendo, teriamos 2k — 1 inteiros de A distribuidos dentre
os numeros desses 2k — 2 pares e dois deles estariam no mesmo par, que juntamente com
2k — 1 ou —2k + 1 formariam um tripla com soma zero.
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Agora, considere que —2k 4+ 1 e os 2k — 4 pares
(1,2k — 3)

(2,2k — 4)
(3,2k — 5)

(k—2,k)

(=2, —2k + 3)

(—k+1,—k)

Se 0 ou 1 estiver é trivial. Sendo, ja escolhemos 3 numeros (0,1,—2k 4+ 1). Assim
teriamos que escolher ainda 2k — 3 numeros dentre os 2k — 4 pares, e teriamos dois deles
Nno mesmo par.

Problema 9. Prove que a sequéncia

22 -3,25-3,..,2" -3, ...

contém um numero infinito de inteiros tais que cada dois deles sejam relativamente primos.
Solucdo. Provemos por indugao.

Suponha que ja tenhamos k ndmeros a; = 2™ — 3,a9 = 2™ — 3,...,a = 2" — 3, que
sejam primos entre si.

Construamos agora ag.1 relativamente primo com os k demais. Seja N = ajas...a.
Pelo Principio da Casa dos Pombos, dentre os N +1 ntimeros 2°, 21, ..., 2V haverd dois deles,
digamos 2" e 2° (r > s), com o mesmo resto na divisao por N. Assim, 2" —2°% = 25(2" 7% —1)
é divisivel por N, assim como 2"~ — 1, pois N é impar (ja que é produto de primos). Por-
tanto, ax11 = 2"7° — 3 é relativamente primo com N e, consequentemente, com cada um
dos ai,aq, ..., ag.

Problema 10. Trés inteiros foram escritos em um quadro-negro. Entdo um deles foi apa-
gado e a soma dos outros dois, menos 1, foi escrito em seu lugar. Esse procedimento foi
repetido varias vezes até que os numeros 17,1983,1989 aparecessem eventualmente. E
possivel que os nimeros iniciais fossem 2, 2, 27
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Problema 11. Uma quantidade finita de cartdes é colocada em duas torres, com mais
cartdes na torre esquerda que na direita. Cada cartdo tem um ou mais nomes distintos
escrito nele. Além disso, diferentes cartées podem compartilhar alguns nomes. Para cada
nome, definimos uma acao pelo movimento de todo cartdo que tem esse mesmo nome es-
crito nele para a torre oposta. Prove que é sempre possivel finalizar com mais cartées na
torre da direita através de varias agoes para diferentes nomes.

Problema 12. Sejam Fy = F, =1 e, paran > 3, F,, = F,,_1 + F,,_o 0s nimeros de Fibo-
nacci. Prove o Teorema de Zeckendorff: todo niimero natural pode ser escrito de maneira
tnica como soma de nimeros de Fibonacci com indices maiores que 1 e nao consecutivos.
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Dicas

7. Use que, ao acrescentarmos um novo elemento a um conjunto ja existente, os sub-
conjuntos do conjunto inicial permanecem e todos elementos, unidos com o novo
elemento, formam os novos subconjuntos.

10. Tente mostrar que ha sempre 2 nimeros pares em cada tripla.

11. Indugao sobre a quantidade de nomes.
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10.

11.

12.

Respostas

Sempre ha a presenca de no minimo 2 nimeros pares. Como no inicio temos 3
ntmeros pares, em seguida teremos 2 pares e um impar; e dois pares e um impar e
dois pares e um fmpar ... Pode-se provar por inducao que em qualquer passo teremos
sempre 2 nimeros pares e um impar. Mas a tripla (17,1983,1989) sé tem numeros
impares e nunca poderd ser obtida de (2,2, 2).

Vamos utilizar inducao sobre a quantidade de nomes.

i. n =1 é trivial.

ii. Sejam aq, as, ..., a, 08 n primeiros nomes e a, o nome n + 1.

iii. Para n + 1, ha 2 casos, sendo ag e ap as quantidades de cartées com apenas o
nome a nas pilhas esquerdas e direita, respectivamente.

19 caso: ag < ap.

Realize as operagoes com 0s nomes aq, ag, ..., Gy.

2° caso: ag > ap.

Realize a troca apenas com os cartoes em que estd escrito apenas o nome a e repita
as operagcoes do 1° caso.

F; = 1. Se Fy, é o maior numero de Fibonacci menor que ou igual a n, devemos ter
n—Fy, < Fj_; pois, caso contrario, n— Fj, > Fj_1 e, portanto, n > Fy+ F_1 = Fyy1,
absurdo. Assim, é s6 escrever n = Fj, + (n — F}) e utilizar hip6tese de indugao para
n — Fk.



