Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Algebra - Nivel 2 Aula |9
Prof. Marcelo Mendes

Desigualdades - Parte 11

1 A Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Sejam a1, asg, ..., an, b1, bo, ..., b, nimeros reais. Entao:

(a} +ad+ ... +a2) (b3 + 03+ ... +b2) > (arby + agby + ... + anby)”.

Perceba o padrao que ha na aplicacao desta desigualdade: multiplicamos os termos de
mesma ordem de cada soma do lado esquerdo e, em seguida, extraimos a raiz quadrada;
o resultado é colocado na posicao correspondente no somatoério do lado direito, que serd
elevado ao quadrado.

Vejamos agora alguns exemplos antes de apresentarmos a demonstracao da desigual-
dade.

Exemplo 1 Prove a desigualdade entre as médias quadratica e aritmética para n nimeros
reais positivos.

Solucao. O caso particular para n = 2 dessa desigualdade apareceu na aula anterior e a
solugao apresentada apenas utilizou o fato de um quadrado de niimero real ser nao-negativo.
Vejamos agora a solucao para uma quantidade qualquer.

Por Cauchy-Schwarz, temos

(a3 +a3+..+a2) (P +12+..+1%) > (a1 +az + ... + an)’

<:>\/a%—l—a%+...—|—a% > a1 +ag+ ... +ap
n n

Y

como desejdvamos (a expressao no lado esquerdo é a média quadrética dos n numeros
ai, az, ..., an)'
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Exemplo 2 Sejam a, b, ¢ niimeros reais positivos. Prove que

a® +b% + % > ab+ be + ca.

Solucao. Por Cauchy-Schwarz:

(a® + 0% + %) (b* +® +a?) > (ab+be+ ca)”.

Extraindo a raiz quadrada, temos o resultado.

Demonstracao (da Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Considere a funcao f(x) = Z (axx — by)?. Desenvolvendo, teremos uma funcio do 2° grau

k=1
em &T:

n n n
f(z) = 3:22(1% - 23:Zakbk + Zbi,
k=1 k=1 k=1

cujo descriminante é dado por

ot (Bom) () (24)

Como f é uma soma de quadrados, f(x) > 0,Vz € R. Dai, A < 0 e segue o resultado.

J4 a igualdade ocorre quando A = 0. Nesse caso, f possui uma raiz (dupla) zp. Isso
implica que

n
Z (agzo — bk)2 =0.
k=1
Nessa soma, todos os numeros envolvidos sao reais e, portanto, seus quadrados sao
nao-negativos. Assim, aixg — by = 0,VEk, o que indica que, para a igualdade, a; e by sao
proporcionais para todo k.

2 Problemas

Problema 1. Seja ¢ o comprimento da hipotenusa de um tridngulo retangulo cujos catetos
medem a e b. Prove que a + b < ¢v/2.
Solugao. Do primeiro exemplo, com n = 2, temos

a2+b2> a+b 2.
2 =\ 2

£> (a+b)?
2~ 4

Dai
Sa+b<cV2.
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Problema 2. Sendo a, b, ¢ nimeros reais positivos, mostre que

1 1 1 9
2 + + > .
a+b b+c cHa a+b+ec

Problema 3. Sejam x1,x9,..., T, nimeros reais positivos e y1,¥s, ..., Y, uma permutacao
dos x;,1 < ¢ < n. Prove a desigualdade

2 2 2

Ty T3 Tn
—+ =+ .+ =221+ T2+ ...+ Xp.
Y1 Y2 Yn
Solucdo. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue
2 2 2
x x x
<—1+ =2 +...+—"> (Y1 + Y2+ ot yn) > (21 + 22 + oo+ 2,)°
Y1 Y2 Yn

O resultado segue do fato de x1 + x2 + ... + x, = y1 + Y2 + ... + Y, POis 0S y; sdo 0s x;
em alguma ordem.

Problema 4. (Baltic-Way) Prove que para quaisquer reais positivos &1, 22, ..., Zn, Y1, Y2, -, Yn
ocorre

n

1 4n?
>

n

— XY '
h=1 > (@it )

k=1

Solucao. Por Cauchy-Schwarz, garantimos que

2 i TYi
Ti+yi)” > —_— ] .
L gz (L)

k=1

Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, obtemos

i+ Yi o

2.
VETYi
Assim,
(@i+u)?> (D 2] =@2n) =40’
=1 TV k=1
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Problema 5. Se a, b, ¢ sdo niimeros positivos, prove que

(a2b + b+ cza) (azc + b%a + C2b) > 9a%b%2.
Obs: Resolva esse problema de duas maneiras, utilizando a desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica e através da desigualdade de Cauchy-Schwarz.
n

Problema 6. Sejam aq,ao,...,a,,b1,bo, ..., b, numeros reais positivos tais que E ap =

n n a2 1 n =1
Zbk. Mostre que Z k> — Zak.
k=1 o okt T 20

Problema 7. Se ay,as,...,an, b1, bo, ..., b, sd0 2n nimeros reais positivos, mostre que ou

al as Qg

Ll Lo

by T, T, 2T
ou

by b b

L2 4>y

ap | ag an

Problema 8. Sejam a, b, ¢ os lados de um tridangulo. Mostre que

a . b + c >3
b+c¢c c+a a+b 2

Solugao. Somando 1 a cada fracao do lado esquerdo, obtemos

a+b+c a+b+c a+b+c
+ +
b+c c+a a-+b

9
> —.
-2

Para mostrar essa tultima desigualdade, vamos utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz

a+b+c a+b+c a+b+c 2
>
[(b+c)+(c+a)+(a+b)][ e ]_[3\/a+b+c}

a+b+c a+b+c a+b+ec
b+c c+a a-+b

[2(a+b+c)][ }Z9(a+b+c),

de onde segue o resultado.

b b
Problema 9. Se a > 0,b > 0,¢ > 0, entao prove que _c+%+a_ >a+b+c
a c
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33 3

Problema 10. (Roménia) Prove que e + —+ s > a+ b+ ¢, quaisquer que sejam a, b, ¢
c  ca @

reais positivos.

Problema 11. Sejam a, b, ¢, d niimeros reais positivos. Mostre que

1+1+4+16> 64
a b ¢ d T a+b+c+d

Solucao. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

1 1 4 16

de onde segue o resultado.
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Dicas

2. Passe a + b+ ¢ para a esquerda e escreva 2(a +b+c¢) =(a+b)+ (b+¢) + (c+ a).

5. Faca a primeira solucao através da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica
aplicada a cada soma em parénteses do lado esquerdo. A segunda pode ser ob-
tida através da desigualdade de Cauchy-Schwarz reescrevendo a’c + b%a + ¢2b como
b+ a’c + b2a.

2

i a
6. Multiplique k
Piq kZ:l ar + by

por Z(ak + by), aplique a desigualdade de Cauchy-Schwarz
k=1

e lembre-se de que Z(ak +b,) =2 Z ag.

k=1 k=1
a1 as an b1 b by, . .
7. Suponha — 4+ —+ ...+ — <nou —+ — + ...+ — < n e aplique a desigualdade
b bg bn aq as a

mn
de Cauchy-Schwarz com as somas nos lados esquerdos dessas duas desigualdades.
Conclua, assim, um absurdo.

2
bc bc
9. Escreva — = 4/— (repita o mesmo para as demais parcelas do lado esquerdo) e
a a

utilize o exemplo 2.

10. Repita a ideia do problema 9.
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Solucgoes

2. Por Cauchy-Schwarz

1 1 1
- -
a+b b4+c cH+a

((a+b)+(b+c)+(c+a))< )2(1+1+1)2=9.

5. 1% Solucao. Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos

2 2 2
a b+b3C+C a 2 m
& a’b+ b’c + 2a > 3abe.

Analogamente,
a’c+ b%a + b > 3abe.

Multiplicando essas duas desigualdades, segue o resultado.

2% Solucao. Por Cauchy-Schwarz, obtemos
(a®b + bc + ca) (b + a’c + b*a) > (abe + abe + abe)? = 9a*b>c?.

6. Por Cauchy-Schwarz, obtemos

k= =1
Z b > ) af
prl S k=1
ap | ap an by | bo bn :
7. Supondo — 4+ — + ...+ — < nou —+ — + ...+ — < n. Pela desigualdade de
b1 b2 b al as (7%

n
Cauchy-Schwarz e pela ultima hipétese, temos
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um absurdo. Logo, ao menos uma das desigualdades

ai a2 n

-4 =4+..4+—=—2>
by + by + ...+ b, n,
h b + = >n
ap az an

é verdadeira.

9. Utilizando o resultado do exemplo 2, obtemos

be ? ca 2 ab ? be [ca ca |ab ab [be
— 44— = =T =+ == =ct+a+b.
a b c a b b c c a



