Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Algebra - Nivel 2 Aula (14
Prof. Marcelo Mendes

Revisao - Parte 11

Continuando nossa breve revisao de temas ja abordados, propomos mais problemas de
equacoes e sistemas de equacoes.

Problema 1. Se z € R e 4y? 4 4zy + x + 6 = 0, determine:
a) o conjunto de todos os valores de x para os quais y € R;

b) y em fungao dos valores de = encontrados no item anterior.

Problema 2. Encontre todas as solucoes reais da equacao v/13 +x + v/4 — z = 3.

. . - - 22 +3 T 3
Problema 3. Determine o conjunto solucao da equacao — 5 =—, xR
T zc+3 2

Problema 4. Sejam z,y, z nlmeros reais tais que

L Y 2
vy z—x+1 z+1

Prove que um desses niimeros é a média aritmética dos outros dois.
Problema 5. Prove que a equacao
a" 42012 - p" = "

tem infinitas solucoes naturais a, b, ¢ para todo inteiro positivo n.

Problema 6. (OBM) Mostre que a equagio
23 4+ 1990y = 24

possui infinitas solugoes inteiras com x > 0,y > 0,z > 0.
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Problema 7. Determine o conjunto solucao da equacao z = |1 — x|, onde |a| representa a
parte inteira de a.

22—y = z2-—1
Problema 8. Quantas solugoes reais possui o sistema ¢ /92 —2 = x—1 7
Vi2—ao = y—-1

Problema 9. (Banco IMO) Encontre todas as triplas de inteiros positivos z, y, z satisfazendo

1 1 1 4

St o=r

rT y 2z b
o . , 4 1 1 1 3
Solucao. Suponha, sem perda de generalidade, que x < y < z. Dali, E= + -+ - < -,
r Yy z x

) , 4 . ) .
ou seja, v < 3. Também — < R = x > 2. Assim, precisamos analisar os casos r = 2 e
z
xr = 3.

i) z=2
L1413 10
y 275 210 YT 3210
gy 30 30221004100 . 100
Y3100 3-10 32— 10

Como 3y € Z, segue que (3z — 10)|100 (essa notagao significa 3z — 10 divide 100) e
3z — 10 > 0. Assim, temos as possibilidades

3z —10=1,2,4,5, 10,20, 25, 50, 100.
Mas z € Z. Logo, restam
3z —10=2,5,20,50

= 2 =4,5,10,20
=y = 20,10,5,4,

que geram as solugoes (2,4, 20),(2,5,10),(2,10,5), (2,20,4).

i) 2 =3

1052 105z — 225+ 225 1 225

Ty = _ .
~ V=T 1 72— 15 t .15

2



POT 2012 - Algebra - Nivel 2 - Aula 14 - Prof. Marcelo Mendes

Como Ty € Z, segue que (7z — 15)|225 e 7z — 15 > 0. Assim, temos as possibilidades

7z —15=1,3,5,15,45, 75, 225,
7z = 16, 18, 20, 30, 60, 90, 240,

que nao produzem solucao inteira.
Assim, as tnicas solugoes sao (2,4, 20), (2,5, 10),(2,10,5), (2,20,4).

Comentario. Existe um problema muito parecido com esse, proposto no livro das Olimpiadas
Brasileiras de Matematica - 1% a 8%, que possui o seguinte enunciado:

Mostre que o nimero de solugdes x,y, z de inteiros positivos da equacgao

é finito.

Tente resolvé-lo a partir das ideias do problema 9!

Problema 10. Determine todas as solucbes em numeros reais x,y,z,w do sistema de
equacgoes

+ +
+ +

SHES
< | =
N | =N
g|l—E

Problema 11. (Roménia) Os nimeros reais nao-nulos z, y, z, t verificam as seguintes igual-
dades

t
1

8 8 |~8
+ + +
LS|~
+ + +

N | =R

W
|

t
3 3 = 10003

3
Determine o valor da soma = +y + z + t.

Problema 12. Seja n um dado inteiro positivo. Quantas solucdes existem em pares orde-
nados (z,y) de inteiros positivos para a equacao

Y =n?
r+y '

Solucado. Primeiro reescrevemos a equacio como

zy —nz—ny+n®=n>s (x—n)(y—n)=n’
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Portanto, a cada divisor positivo de n? corresponde um valor de  — n e uma solucao.
Os divisores negativos sempre geram x ou y nao-positivo.

Sendo n = p{' - p3? - ... - pi*, temos n? = Pt pa2 . 'piak, que possui

(2a1 +1)(2a2 + 1)...(2ak +1)
divisores positivos, que é a quantidade de solugoes da equacao inicial.

Problema 13. Determine todos os pares ordenados (m,n) de nimeros inteiros positivos

. _ .42
que sao solugoes da equacao — + — = 1.
m n

Problema 14. Os trés nimeros distintos a, b, ¢ verificam as igualdades

ad+patq = 0
¥Birpb+q = 0
S+pctqg = 0

Prove que a + b+ c = 0.

Problema 15. (Czech and Slovak) Encontre todos os pares de inteiros a, b tais que a soma
a + b seja uma raiz da equacao x> + ax + b = 0.
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Dicas

1. Calcule o A da equacdo com variavel em y e resolva a inequacao A > 0.

2. Eleve ao cubo a equacao membro a membro.

2
/ 3
3. Use a substituicao T =aq.
x
1 Yy 1 2

4. Combine os resultados das equagoes — =
Ty

z—x+1 ex_y_z+1'

5. Comece procurando solugoes em que a = b.
5. Repita a ideia do problema 5.
7. Observe que, se a equagao possui solucdo, entao = € Z.

8. Eleve as equacoes ao quadrado e lembre que raizes quadradas sao nao-negativas.

1
10. Passe z e — para o lado direito da respectiva equacao, equilibrando a quantidade de

termos emzcada membro das equagdes.
11. Mesma dica do problema 10.
13. Tome como base as ideias da questao 10.
14. Subtraia as equacoes 2 a 2.

15. Substitua a + b na equacdo, calcule A e iguale-o a um quadrado perfeito.
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10.

11.

. a) (—oo,—2]U[3,+00); b) y =

Solugoes e Respostas

—rx+Vr2—2—6

2
. 3e-12.
. Nao hé solugao real.
1 y 2 1 2
—=——=wf=z—rt+le—= = 241 =2xy.
xy z—x+1 oy S exy z+1 ar Y

Dai, 2y? + = = 22y = z(y — 1)?> = 0. Como z # 0, entdo y = 1. Portanto,

z+y:z+1:2x@xzzgy.

. Entenda inicialmente que o problema nao exige que se encontre todas as solucoes,

mas apenas (pode nao parecer a palavra mais adequada, mas pode ser ela sim!) que
existem infinitas solugoes.

Comecemos buscando solucdes em que a = b. A equacio se tornaria 2013a™ = ¢**1.

Nesse caso, a = ¢ = 2013 é solucao, porém ainda nao as conseguimos em quantidade
infinita.

Mas isso, agora, é ficil. Escolha a = b = 2013k"*! e ¢ = 2013k™. Variando k sobre
N, geramos as infinitas solugoes pedidas.

Suponha que a equagao possua solucdo. O lado direito da equacao é um nimero
inteiro. Assim, x € Z e, portanto, t =1 — x, o que dd x = 50 que nao ¢ um numero

inteiro, absurdo. Ou seja, ndao hé solucao para a equagao.

. Naturalmente, vamos elevar ao quadrado as 3 equacoes envolvidas. Somando os re-

sultados, obtemos = +y + z = 3.

Por outro lado, a partir da primeira equagao, obtemos z > 1. Analogamente, x > 1
e y > 1 das demais equagoes, que geram x + y + z > 3.

Portanto, as igualdades devem ocorrer e a tinica solucao é x =y = z = 1.

As solugoes sdo x = —y,y = —z ou z = —.

2000.
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13.

14.

15.

4 2

—+— =1 (m—4)(n—2) = 8. Assolugdes inteiras positivas vem de m—4 = 1,2,4,8
mon

en—2=8,4,2,1, respectivamente, ou seja, (m,n) = (5,10), (6,6), (8,4), (12, 3).

Subtraindo as 2 primeiras equac¢Ges membro a membro, temos
(a —b)(a* + ab+b* +q) = 0.

Como a # b, obtemos a® + ab + b?> + ¢ = 0. Analogamente, b> 4 bc + c? 4+ ¢ = 0.

Combinando esses 2 resultados (pela subtragao), chegamos a (a — ¢)(a +b+¢) = 0.
Mas a # c¢. Portanto, a + b+ ¢ = 0.
Se a + b é raiz, entao
(a+b*+ala+b)+b=0=2a>+3ab+b>+b=0,
cujo discriminante é
A=0%—8b=(b—4)*— 16,
que deve ser um quadrado perfeito, digamos k2, k € Z,., pois a € Z, ou seja,
(b—4)2—k*=16< (b—4+k)(b—4—k) = 16.

Lembrando que soma e diferenca dos mesmos ntimeros inteiros tém a mesma paridade
eque b—4+k >b—4— k pois assumimos, sem perda de generalidade, que k > 0,
temos as seguintes possibilidades:

b—d+k = 4, 8 -2, —4
b—4—k = 4, 2, -8 —4°
que produzem as solugoes (a,b) = (—6,8), (—6,9), (0,—1),(0,0).



