Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Algebra - Nivel 2 Aula (18
Prof. Marcelo Mendes

Relacoes de Girard - Parte 1

Ao estudar as equagoes (polinomiais) do 2° grau, vocé deve ter aprendido que é possivel
calcular a soma e o produto das raizes, mesmo sem conhecé-las. Vamos recordar essas
férmulas.

Sejam z1 e x3 as raizes da equacio ax? + bz + ¢ = 0. Assim, podemos escrever

azx® +bx + ¢ = a(x — 1) (x — 29)

2

= az? +bx + ¢ = ax® — a(xy + x2)x + arqxe.

Igualando os coeficientes de termos de mesmo grau, obtemos b = —a(x1 + 22) e ¢ =
ax1Ty, ou seja,

b
T+ x9=——,
a

c
1T = —.
a

Agora, nao pense mais em soma e produto das raizes e, sim, que sdo somas das raizes
separadamente e, depois, aos pares. Para um conjunto de 3 raizes, por exemplo, a soma
delas separadamente seria x1 + x9 + x3 €, aos pares, x12s + rox3 + xr3r1. Além disso, ainda
haveria a soma delas de 3 em 3: z1z9x3, que, nesse caso, coincide com o produto.

Com essas expressoes e repetindo os clculos acima para uma equacio az®+bz?+cr+d =
0, cujas raizes sao x1, x2 € T3, obtemos

b
x1+x2+w3:—5,

C
T1Zo + Toxy + x321 = 57

d
T1X2X3 — ——.
a

E isso pode ser extendido para equagoes polinomiais de qualquer grau, sempre dividindo
pelo primeiro coeficiente, que é sempre diferente de zero, e fazendo alternancia de sinais.
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Tais resultados sao conhecidos como Rela¢oes de Girard (Albert Girard (1590 - 1639)).
Por exemplo, se a equacao for 2z + 322 + 8z + 1 = 0, entdo

T+ T2 + 23+ 24 =0,

3
T1T2 + X1X3 + X1XT4 + T2X3 + T2X4 + T3T4 = 5,

8
T1Tox3 + T1X2T4 + T1T3T4 + Tox3T4 = ~5 = —4,
1
T1X2X3L4 = 5

Problema 1. Determine uma equacao do 3° grau cujas raizes sejam 1, 2 e 3.
Solucao. O resultado é imediato escrevendo

(x—1)(z—2)(z —3) =0« 23 —62° + 11z — 6 = 0.

Mas também podemos criar os coeficientes da equacao através das Relacoes de Girard.
Sendo 2% — az? + bz — ¢ = 0 uma equacdo (pois podemos multiplicd-la por qualquer valor
nao-nulo sem que suas raizes sejam alteradas) procurada (os sinais nos coeficientes estao
alternados pelo padrao das Relagoes de Girard). Assim:

a=1+243 =6,
b=1-24+2-3+3-1=11,
c=1-2-3=6,
obtendo assim a equacio 2% — 622 + 11z — 6 = 0.
Problema 2. Resolva a equacio polinomial 23 + 422 + 2 — 6 = 0 sabendo que uma de suas

raizes é 1.

Solucado. Sejam 1,7, s as raizes dessa equacao. Assim, por Girard, temos:

1+r+s=—4,
1-7-5=6,
ou seja,
r+ 5= -9,
rs = 6,

donder = -2 e s = —-3.

Problema 3. (EUA) Para quantos inteiros positivos n entre 1 e 100 é possivel fatorar
22 + x — n como produto de dois fatores lineares com coeficientes inteiros?
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Problema 4. (ITA) Se a,b,c sdo as raizes da equacio z° — 223 + x — 4 = 0, determine o

1 1
valor de — + — + —.
a b ¢

Problema 5. (ITA) As raizes da equacdo z* + q2® + ro? + sz +t = 0, com ¢, 7,5,t € QL
sao L, M, N, P. Determine o valor de
L M N P

MNP + LNP + LMP + LMN

Problema 6. (IME) Sejam x1 e x5 as raizes da equacdo 2% + (m — 15)x +m = 0. Sabendo
que x1 e T9 sao numeros inteiros, determine o conjunto de valores possiveis para m.

Problema 7. Os trés nimeros distintos a, b, ¢ verificam as igualdades

ad+patq = 0
V¥+pb+tq = 0.
S+pectq =0

Prove que a + b+ c = 0.

Solucao. As relagoes dadas significam que a, b e ¢ sdo as raizes da equacao polinomial do
3° grau 23 4+ px +¢ = 0, que, por Girard, tem soma das raizes igual a 0, isto é, a+b+c = 0.

Problema 8. Sejam m,n, k € Q as raizes de t3 4 at 4 b. Prove que as raizes de mt®> +nt + k
também sao racionais.

Solucdo. Observe que nio existe o termo do 2° grau em t3 + at + b. Assim, por Girard,
temos que m +n + k = 0. Ora, mas isso mostra que 1 é uma raiz de mt> + nt + k.

Novamente, Girard, através do produto das raizes, nos dé que a outra raiz é —, que
m

é racional por ser quociente de racionais. Isso mostra que as 2 raizes de mt? + nt + k séo
racionais.

Problema 9. (ITA) As raizes da equacio de coeficientes reais 2% + ax? + bz + ¢ = 0 sdo
inteiros positivos consecutivos. A soma dos quadrados dessas raizes é igual a 14. Determine
o valor de a? + b? + 2.

Problema 10. Determine o valor da soma a + b para que as raizes do polinémio

4ot — 202% + ax® — 252 + b

estejam em progressao aritmética de razao 3
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1 3
Solugao. Sejam r, r + o r+1,r+ 3 as raizes da equacao. Dali,

SRS O L SR
r r D) T T 2— 4 = T‘—2,
. 13 .
ou seja, as raizes sao 2 1, 5 e 2. Por Girard, temos:
a 1 13 1 1 3 35
1424241241242 .29=22 =
=5 ltg 5ty 2+l o+1-2+2 T = a=35
b 1 . 3 6
Z_—Z.1.-2.9=-2 =
1 5 4:>b 6

Portanto, a + b = 41.
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Dicas

3. Chame as raizes de a e b. Em seguida, utilize Relagoes de Girard.

4. Reduza a soma das fragoes a um denominador comum (o que se chama comumente
de ’tirar o minimo’. Mas nem sempre o mmc é o produto, além de s6 ser definido
para naturais). Em seguida, use Girard.

5. Reduza a soma das fragoes a um denominador comum. Em seguida, use Girard.

6. Além das Relagoes de Girard, é interessante conseguir utilizar a identidade

zy+r+y+l=(x+1)y+1).

9. Denote as raizes por n — 1, n, n + 1. Em seguida, use a dica do enunciado e Girard.
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Respostas e Solucgoes

3. Ao expressarmos 22 + 2 — n como produto de dois fatores lineares com coeficientes
inteiros, os fatores serao (z —a) e (x —b), com a e b inteiros. Por Girard, temos

a+b=-1,
ab = —n.

Assim, precisamos encontrar n tal que a(a +1) =n, 1 <n < 100. As possibilidades
saoa =1,2,3,4,5,6,7,8,9, que dao, respectivamente, n = 2,6, 12, 20, 30, 42, 56, 72, 90.
Portanto, o resultado é possivel para 9 valores de n.

4. Por Girard, temos que ab + bc + ca = 1 e abc = 4. Logo,

1 1 1 ab+bc+ca 1

a b ¢ abe 4’

5. Manipulando a equacao e utilizando as Relagoes de Girard, temos

L M N P L?+ M?+ N?+ P?
MNP LNP T IMP T IMN LMNP
_ (L+M+N+P)>—2(LM + LN+ LP+MN + MP + NP)
B LMNP
_q2—2r
=

6. As Relagoes de Girard nos dao 1 + 22 = 15 — m e x1x2 = m. Portanto, solucoes
(x1,22) e (x2,21) dao o mesmo resultado (valor de m) e

r1xa+ 21 +22+1=16< (21 + 1)(xg + 1) = 16.

Dai, temos as possibilidades

z1+1 = 1,2,4,—4,-2,—1
zo+1 = 16,8,4,—4,—8,—16

L [@ = 01,3-5-3-2
o 15,7,3,—5,—9, —17 °

que dao os seguintes possiveis valores para m = x1xs : 0, 7, 9, 25, 27, 34.
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9. Sejam n — 1, n e n+ 1 as raizes dessa equacao. Assim,

n—124+n*+(n+1)’ =143’ +2=14n=2.
Pelas Relagoes de Girard, temos
1+424+3=—-a=a=—6,

1-2+2-3+3-1=b=11,
1-2.3=—c=c=—6.

Logo,
a2+ 02+ =6%+122 +6% =36+ 121 + 36 = 193.



