Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Algebra - Nivel 3 Aula (1
Prof. Antonio Caminha

Desigualdades 1

Nesta aula, aprenderemos e exercitaremos a desigualdade entre as médias aritmética e
geométrica e a desigualdade de Cauchy, bem como alguns corolarios seus. Para saber mais
sobre o conteido desta aula, sugerimos as segoes 7.1 a 7.3 de [1], 2.3 ¢ 2.4 de [3] e a segao
5.5 de [4].

A observacao bésica para o estudo sistematico de desigualdades é o fato do quadrado
de todo numero real ser nao negativo, sendo igual a zero se e s6 se o nimero em questao for
também igual a zero. Portanto, para z,y € R temos (|z| — |y|)? > 0, ocorrendo a igualdade

se e s6 se |z| = |y|. Desenvolvendo a expressao entre parénteses, concluimos que
2, .2
7ty
> |zyl, (1)
ocorrendo a igualdade se e s6 se |x| = |y|. Assim, partindo de dois niimeros reais positivos

aebefazendor=+a>0ey= Vb > 0, segue da desigualdade acima que

a;bz\@, 2)

ocorrendo a igualdade se e s6 se /a = Vb, ie., se e s6se a=Db.
Exemplo 1. Para z,y, z reais positivos, temos

224y + 22> xy+xz+yz, (3)
ocorrendo a igualdade se, e somente se, r =y = z.

Prova. Para obter a desigualdade do enunciado, basta somar membro a membro as desi-
gualdades parciais (obtidas a partir de (2))

2 2 2 2 2 2
Tt +y T+ z Ytz
5 > xy, 5 > xz, 5

Se x = y = z, entdo a desigualdade do enunciado é claramente uma igualdade. Reci-

> Yz

. . . . 2 2
procamente, se ao menos uma das desigualdades acima for estrita, digamos % > zy,
entao, apds somarmos as mesmas membro a membro, obteremos

:132+y2—|—z2>:13y—|—3:z+yz.
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A desigualdade ([2) é um caso particular da desigualdade entre as médias aritmética
e geométrica. A fim de enunciar e provar tal generalizacdo precisamos, inicialmente, da
seguinte
Definicao 2. Para n > 1 niumeros reais positivos ai,as, ..., a0y, definimos sua:

(a) Média aritmética como o nimero te2ttan

(b) Média geométrica como o nimero /ajaz ... ay.

No contexto da defini¢ao acima, o que fizemos em (2]) foi mostrar que a média aritmética
de dois reais positivos é sempre maior ou igual que sua média geométrica, ocorrendo a
igualdade somente se os dois nimeros forem iguais. Estabelecemos o caso geral no resultado
a seguir, sendo ({4l conhecida como a desigualdade entre as médias.

Teorema 3. Dados n > 1 reais positivos a1, a9, ..., 0y, temos

ap+ag+---+ap
n

> {aras - - Gn, (4)

ocorrendo a igualdade se e s6 se a1 = ag = -+ = ay,.

Para entender a dinamica da prova do teorema acima, analisemos separadamente os
casos n = 3 e n = 4, comecando com o caso n = 4. Para tanto, dados reais positivos
a,b,c,d, ja sabemos que “TH’ > Vabe %i > Ved. Dal,

a+b

ath . ctd
a+bic+d= 2 ; 2 2@;‘@2 Vabved = Vabed.

Mostramos, acima, que W > Vabed. Escrevendo tal desigualdade com v/abc no
lugar de d, obtemos

b+c+ Vab ' '
o+t +Z+mzm=m:d:m'

Segue, dai, a desigualdade a 4 b+ ¢+ v/abc > 4v/abc, ou, o que é o mesmo, %b“ > /abe.
Conforme veremos a seguir, a prova da versao geral da desigualdade entre as médias é
uma adaptacao dos argumentos utilizados para os dois casos acima.

Prova do Teorema [Bl Inicialmente, provemos por inducdo que a desigualdade desejada
¢é verdadeira sempre que n for uma poténcia de 2, ocorrendo a igualdade se e sé se a1 =
as = -+ = ay. Para tanto, temos de verificar o caso inicial n = 2 (o que j4 foi feito ao longo
da discussao que estabeleceu (@), formular a hipétese de inducao (para n = 2/, digamos)
e executar o passo de inducdo (deduzir o caso n = 2/*! a partir do caso n = 2/). Mas
desde que 271! = 2.2J basta supormos que a desigualdade seja verdadeira para quaisquer
k reais positivos, com igualdade se e s6 se os k nimeros forem todos iguais, e deduzir a
partir dai que ela também sera verdadeira para quaisquer 2k reais positivos, com igualdade
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novamente se e s6 se todos os nimeros forem iguais. Para estabelecer esse fato, considere
os 2k reais positivos aq,as, ..., as,. Entao:

1 & 1[1& 1 1
ﬂzaj = 3 EZCL]'—FEZCL]H_]- zi(f/al...ak—i-{ﬂ/akﬂ...agk)
=1 = j=

> \/{“/al...aké/akﬂ...agk = 2{‘/a1...akak+1...a2k.

Para haver igualdade, devemos ter igualdade em todas as passagens. Entao, deve ser

a o ta Qpg1+- - +ag
—— = Vay...ay, = ¥api1. .. a%
k k
) ¥
1...0 + \/ak+1...a2k
9 :\/{“/al...ak\’ﬂ/akﬂ...agk.
Para as duas primeiras igualdades, devemos ter por hipétese que a3 = --- = ag € apy1 =
-++ = ag. Por fim, a 1dltima igualdade ocorre se e s6 se {/ai...ay = agy1 .- azy, e esta
condicao, juntamente com as duas anteriores, implica que devemos ter a; = -+ = ap =
api1 = -+ = agg. E também evidente que, se os numeros forem todos iguais, entao a

igualdade ocorre (verifique!). Logo, por inducao temos () verdadeira, com a condi¢ao para
a igualdade dada no enunciado, sempre que n for uma poténcia de 2.

Provemos agora, por inducao forte, que a desigualdade é verdadeira em geral, ocorrendo
a igualdade se e s6 se os nimeros forem todos iguais. Para tanto, seja n > 1 natural e
ai,as,...,an reais positivos dados. Tome k € N tal que 2F > n. Aplicando a desigualdade
entre as médias aos n numeros aj, as, ..., an, juntamente com 2¥ — n cépias do nimero
a = {/aiaz...an (totalizando n + (2F — n) = 2* niimeros), obtemos

ap - tantatota o i
nzk > AV ay...an-a? "= Va2 "= Va?* =a.

A partir daf, obtemos a; 4+ ag + - - - + a, + (28 —n)a > 2¥a ou, ainda,

ay+ag +---+ap

>a= {Yaias...an,.

n
Para haver igualdade, segue da primeira parte que a1 = as =+---=a, =a =--- = a.
Em particular, todos os nimeros aq,as,...,a, devem ser iguais. Finalmente, é facil ver
que se esses numeros forem todos iguais, entao haverd igualdade. O
Exemplo 4. Para n > 1 reais positivos ai,as, ..., a,, temos
1 1 1
2
(a1 +az+-+ap) | —+—+ - +— | >n7 (5)
ai a2 Qn
ocorrendo a igualdade se e s6 se a1 = ag = - -+ = ay,.
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Prova. Aplicando duas vezes a desigualdade entre as médias, temos

11 1 I 1 1
(a1+a2+~-+an)(a—+—+---+—>z(nm)<n”—-—~-—>=n2~
1

a2 Gnp, ap az Unp,

Para haver a igualdade, devemos ter a; + ao + --- + a, = nYajas - - - a,, donde a; = as =
.-+ = a,. Reciprocamente, é imediato verificar que se todos os niimeros forem iguais, entao
teremos igualdade em ([Hl). O

Exemplo 5 (Asia—Paciﬁco). Se a, b e ¢ sao reais positivos, prove que

(o) (2 0= (e te)

Prova. Desenvolvendo o primeiro membro, obtemos

(1e5) (1) (1) =2 g Pt o

donde basta mostrarmos que

at+c b+c a+b_2a+b+c)
- - > = :
b a c Vabe
Denotando por S o primeiro membro da expressao acima, segue da desigualdade entre
as médias e de (Bl que

1 1 1
S = (CL+b+C) <E+E+E>_3

2 1 1 1 1 1 1 1
= Z(a+b+c) <E+—+E>+—(a+b+c) <E+_+_>_3

3 b 3 b ¢
2 3 1

> = b --.9-3

> 3(a+ +C)<3abc>+3
2(a+b+c)

Vvabe
O

Voltando a (I}, suponha dados ntimeros reais aq, ag, as e by, by, bs, tais que a%+a%—|—a§ =
1eb}+b3+b%=1. Temos
a% +b% > \albll, a% +b% > ‘agbgl, CL?), +b§ > ‘CLgbg’, (6)

ocorrendo a igualdade se e s6 se |ai| = |b1], |az| = |ba|, |asg| = |b3]. Somando membro a
membro as desigualdades acima, obtemos

(@2 +a3+ad)+ B +b+b3) = (a2 +b3) + (ad+03) + (a3 + b))
2(a1b1| + |az2bz| + |asbs])
2|la1by + azbz + asbs,

S
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onde, na tltima desigualdade, aplicamos a desigualdade triangular para trés nimeros (cf.
Problema [T]).
Portanto, provamos acima que, se a? + a3 + a2 = 1 e b? + b3 + b3 = 1, entdo

|a1b1 + agby + a3b3| <1. (7)

A igualdade ocorre se e s6 se tivermos igualdade tanto nas desigualdades em (@) quanto
na desigualdade triangular utilizada, i.e., se e 86 se |a1| = |b1|, |ag| = |b2| € |as| = |bs] e,
além disso, a1by, agbo,azbs > 0 ou aqby,asbs,azbs < 0. Mas é imediato verificar que tais
condigoes sao equivalentes a a; = by, ag = bs e ag = bs.

Considere, agora, niimeros reais a1, as, ag € b1, b, b3 quaisquer, exceto pelo fato de que
pelo menos um dos niimeros a1, as, ag € pelo menos um dos nimeros by, bo, b3 sdo nao nulos.
Fazendo ¢ = \/a} + a3 + a5 e d = \/b} + b3 + b3, temos ¢,d > 0; portanto, se z; = “oe
aita3+ai _

3 1 e, analogamente, y?+y3+y3 = 1.

Y = %, para 1 <i < 3, temos 27 +23+722 =
Segue, pois, de (1) que

|T1y1 + 2y2 + 23y3| < 1,
com igualdade se e s6 se x; = y; para 1 <7 < 3.

Substituindo as defini¢oes de x; e y; na desigualdade acima, concluimos ser ela equiva-
lente a desigualdade

|a1b1 + agby + a3b3| <ecd= \/a% + a% + ag\/b% + b% + bg

Ademais, ha igualdade se e s6 se a; = 5 - b; para 1 < < 3.
A discussao acima estabeleceu, para n = 3, a desigualdade do teorema a seguir, conhe-
cida como a desigualdade de Cauchy.

Teorema 6 (Cauchy). Sejam n > 1 inteiro e ay,az,...,a,, b1,be, ..., b, nimeros reais

dados. Entao
n n n
D oahi| < 1D ai [ D0 (8)
j=1 j=1 j=1

ocorrendo a igualdade se e so se 0s a; e 0s b; forem respectivamente proporcionais, i.e., se
e s0 se existir um real nao nulo \ tal que a1 = Aby, as = Aby, an = Ab,.

Prova. Se todos os a; ou todos os b; forem iguais a zero, nada hé a fazer. Sendo, a fim de
estabelecer (§]), basta seguir os passos do caso particular n = 3 discutido acima, tomando
o cuidado de, no momento oportuno, utilizar o caso geral da desigualdade triangular. [

Os dois exemplos a seguir ilustram a utilizacao da desigualdade de Cauchy.

Exemplo 7 (Roménia). Sejam x1,xa, ..., Ty reais positivos tais que 1 +zo+ -+ x, =
ZTp41. Prove que

1 (Tpgr — 1) + -+ \/xn(xn-i-l — ) < \/xn-i-l(xn-i-l — 1)+ Ty (Tpgr — Tn).



POT 2012 - Algebra - Nivel 3 - Aula 01 - Prof. Antonio Caminha

Prova. Para 1 < j < n seja y; = x,4+1 — ;. Pela desigualdade de Cauchy, temos

VIt VI < Vot oVt +un
= vV xn-l—l\/(xn—i-l - fL’l) +oF (xn—i-l - an)

O
Exemplo 8. Dados nimeros reais ai,...,a, € by,...,b,, temos
n n n
. 2 2 2
E (aj +b;)* < E aj + E :b]v (9)
Jj=1 Jj=1 J=1
ocorrendo a igualdade se e s se aqy,...,a, € by,...,b, forem positivamente proporcionais,

i.e., se e sO se existir um real positivo A, tal que a; = Ab; para 1 <i < n.

Prova. Fagamos a prova para n = 3, sendo o caso geral inteiramente andlogo. Uma vez
que ambos os membros de (@) s@o reais nao negativos, basta mostrar que o quadrado do
primeiro membro é menor ou igual que o quadrado do segundo membro, i.e., que

2
(a1 +b1)? + (az + b2)? + (ag + b3)? < <\/a% + a3+ a3 + \/b% + b3 +b§> :

Desenvolvendo todos os quadrados (a; +b;)?, segue que o quadrado do primeiro membro
é igual a
(a2 + 2a1by + b3) + (a3 + 2a2by + b3) + (a3 + 2azbz + b3).

Analogamente, o quadrado do segundo membro é igual a

(af + a3 + a3) +2\/a% + a3 +a§\/b§ + b3 + b2 + (b3 + b3 + b3).

Mas, como em ambas as expressoes temos a parcela (a? + a3 + a3) + (b3 + b3 + b3), a
desigualdade do enunciado é equivalente a

2(&1[)1 + agby + agbg) < 2\/&% + a% + G/%\/b% + b% + b2,

a qual é, precisamente, a desigualdade de Cauchy.

A deducao das condigoes para a igualdade fica a cargo do leitor. O
Problemas
1. * Dados nimeros reais nao nulos x1, x3, ...x,, prove a desigualdade triangular:

|1+ 22+ -+ xn| < zi| + 2] + -+ |20,

ocorrendo a igualdade se e s6 se x1, x2, ..., T, tiverem um mesmo sinal.
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2. (OBM). Sejam a, b, ¢ reais positivos dados. Prove que

(a+0b)(a+c)>2v/abc(a+ b+ c).

3. Dispomos de uma folha de cartolina de 2m por 3m e queremos construir com a mesma
uma caixa aberta com o maior volume possivel. Quais devem ser as dimensdes da
caixa? Justifique sua resposta.

4. (Estados Unidos). Prove que, para todos a, b, ¢ reais positivos, tem-se

1 1 1 1
<
a3—|—b3+abc+b3—|—c3—|—abc+c3—|—a3—|—abc -

abe’

Para os dois problemas a seguir precisamos de um pouco de geometria Euclidiana
plana. Mais precisamente (cf. Figura ), sendo a = BC, b = AC e ¢ = AB os
comprimentos dos lados de um tridngulo ABC, existem x,y, z > 0 tais que a = y+ z,
b=1x+2zec=x+y: basta tomar z, y e z como sendo iguais aos comprimentos
dos segmentos determinados sobre os lados de ABC pelos pontos de tangéncia com
os mesmos do circulo inscrito em ABC' (para uma prova de tais afirmagoes, veja o
Capitulo 3 de [2]). No contexto de desigualdades envolvendo os lados a, b e ¢ de
um tridngulo, a substituicdo dos mesmos respectivamente por y +z, z +z2 e x +y é
conhecida como a transformacgao de Ravi.

A x z C

Figura 1: a transformagao de Ravi.

5. (IMO). Se a, b, ¢ s@o os comprimentos dos lados de um triangulo, prove que
abc > (a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db).

6. Sejam a, b, c os comprimentos dos lados de um triangulo. Prove que

a N b N c
b+c—a c+a—b a+b—c ™

7. (Baltic Way). Sejam a, b, ¢, d reais positivos dados. Prove que

at+c b+d cH+a aH—b>4
a+b b+c c+d d+a
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(Uniao Soviética). Sejam a, b, ¢ reais positivos. Prove que

(ab+ ac + be)? > 3abe(a + b+ c).

. Sejam a, b e c reais positivos dados. Prove que 9(a® + b + ¢3) > (a + b+ ¢)?.

Dados a, b, ¢ reais positivos, prove que

at(14+0%) + b4 1+t + A1+ a) > 6a%?

com igualdade se e s6 se |a| = |b| = |c| = 1.

Sejam a1, asq,...,a, reais positivos. Prove que
ai a2 az ap—1 Qp
—t+ =4+ =+ + +—2=n
az az a4 Qn ai

O propdsito deste problema é apresentar uma segunda demonstracao da desigualdade
), a qual nao faz uso da desigualdade (). Para tanto, faga os dois itens a seguir:

(a) Mostre que
1 1 1 a;  aj
(m+@+m+%%—+—+~+—v:n+ZXi+J>
a1 as Qp, a; a;

(b) Aplique a desigualdade entre as médias para cada uma das parcelas Z—]‘ + Z—’Z do
somatorio acima e obtenha ().

(Romeénia). Sejam n > 1 inteiro e 0 < a1 < az < -+ < a, reais dados. Prove que

12 22 n:2 n n—1 n—2 1
—t =+t — < —+ + +o e —
al az anp, al az — ay asz — az ap — Ap—1

Sob que condigoes a igualdade ocorre?

(China). Para a, b e c reais positivos, prove que

a+V@5+$hm<:va<a+b><a+b+c>
3 = 2 '

3
Dados reais positivos a1, as, ..., a,, definimos sua média quadrdtica como o nimero
real
¢ﬁ+ﬁ+m+ﬁ
- .

Prove a desigualdade entre as médias quadratica e aritmética:

¢ﬁ+@+~ﬁw2 ai+as+ - +ap

> , (10)

n n

com igualdade se e s6 se a1 =ag = -+ = a,.
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16.

17.

18.

19.

20.

Sejam a1, a9, as, as reais positivos. Prove que

24,24 42
Z a; +aj +ay

>a1+az+as+ay
ai+a]~+ak ’

1<i<j<k<4
ocorrendo a igualdade se e s6 se a1 = ag = a3z = ay.
(Leningrado). Dados reais positivos a, b, ¢ e d, prove que

1 1 4 16 64

=
b ¢ d “a+b+c+d

.~ e sy 2 2 2
(Uniao Soviética). Se z,y,z > 0, prove que Z—Q +L+5 >4 5 + Z.

(Torneio das Cidades). Sejam aq,aq,...,a, reais positivos dados. Prove que

<1+a—%> <1+Z—%>...<1+ﬁ> > 1 +a)(l4a2) - (1+ap).

a2 3 ay

(IMO). Sejam a, b e ¢ reais positivos tais que abc = 1. Prove que

1 + 1 + 1 §
adlb+e) bat+e) Ala+d) 2
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10.

11.

Dicas e Solugoes

. Faga inducgao sobre n > 2. Para o caso inicial, eleve ambos os membros da desigual-

dade em questdo ao quadrado e utilize (1), juntamente com o fato de que |a|> = a2,

para todo a € R.

. Desenvolva o primeiro membro e, em seguida, aplique a desigualdade (2)) adequada-

mente.

. Sendo z o comprimento do lado do quadrado que deve ser recortado de cada canto

da folha, ficaremos com uma caixa de dimensoes 2 — 2z, 3 — 2z e x. Escolha nimeros
reais positivos a, b e ¢ tais que a(2—2x)+b(3 — 2z) + cx independa de = e a(2—2z) =
b(3—2z) = cx; em seguida aplique a desigualdade entre as médias a fim de maximizar
o volume da caixa.

. Mostre inicialmente que a® 4+ b > (a + b)ab; em seguida, deduza a partir dai que

1 < c
ad+b3+abc — abc(a+b+c)
do primeiro membro.

, obtendo desigualdades andlogas para as outras duas parcelas

. Aplique a transformacgao de Ravi e, em seguida, utilize (2]) trés vezes.

. Aplique a transformacao de Ravi para escrever o primeiro membro como

1/y =z = 2z y =
-l -+t-+-F+-+=4+—-];
2\ = y y =z =z

em seguida, utilize a desigualdade entre as médias.

. Agrupe adequadamente as quatro parcelas em pares e utilize duas vezes a desigual-

dade (@), para n = 2.

. Inicialmente, mostre que é suficiente provar que (ab)? + (bc)? + (ca)? > abc(a+b+ c);

para o que falta, faga x = ab, y = be, z = ca e aplique a desigualdade (3]).

. Inicialmente, mostre a identidade algébrica

(a+b+e)P =a>+ b4+ +3(a+b)(a+c)b+c);
em seguida, apds efetuar as simplificagoes ébvias, mostre que
8(a® + 03+ ¢c) > (a+b)3 + (a+c)® + (b+¢)?
e utilize a desigualdade entre as médias para trés ntimeros.
Aplique a desigualdade entre as médias.

Aplique a desigualdade entre as médias.

10
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

Faga ap = 0 e aplique a desigualdade (B]) para obter

1 1 52

..+
aj — aj_l al — ap aj

Em seguida, some membro a membro as desigualdades acima para 1 < 7 < n e
agrupe os termos iguais para obter a desigualdade procurada. Por fim, conclua que
hé igualdade se e s6 se a sequéncia (a)r>1 for uma PA.

Substituindo a, b e ¢ na desigualdade desejada respectivamente por 6%, 6y5 e 625,
mostre que basta provarmos a desigualdade

72'? 4+ 122%9° + 79020 + 9y!? + 92625 >
> 223y° + 6293 + 622822 + 12259522 + 6xtytz? + 6ay” 2t + 628y%22.
Para tanto, escreva a expressao do primeiro membro como a soma de sete outras

expressoes tais que, aplicando a desigualdade entre as médias a cada uma delas,
obtenhamos as sete parcelas do segundo membro; por exemplo,

22020 4+ 22025 4+ 2212 4 2912 4 2912 4 22545 > 1227922

Aplique a desigualdade de Cauchy com by = by = --- = b, = 1.

Aplique a desigualdade do problema anterior ao numerador de cada parcela do so-
matério acima.

Multiplique ambos os membros por a + b + ¢ + d e use a desigualdade de Cauchy;
alternativamente, tente aplicar a desigualdade (&).

Use a desigualdade de Cauchy.

Faca a prova por indugao sobre n > 2. Para o passo de inducgao, aplique a desigualdade
de Cauchy.

Faca x = é, y = % ez = % e, em seguida, aplique a desigualdade de Cauchy para

obter

$2 y2 22

+ +
y+z T+z x+y

((y+z)+(x+z)+(w+y))< >2(a:—|—y+z)2.

Por fim, aplique a desigualdade entre as médias.
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