Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Algebra - Nivel 3 Aula { 2
Prof. Antonio Caminha

Desigualdades 2

Esta aula é devotada ao estudo de outras desigualdades elementares importantes. Para
saber mais sobre o material aqui discutido, remetemos o leitor ao Capitulo 2 de [1], & Segao
7.4 de [2], ao Capitulo 7 de [3] ou, por fim, a Secao 2.4 de [4].

A primeira desigualdade que apresentamos remonta os irmaos Bernoulli (Jacob e Johann
Bernoulli, matemdticos suigos do século XVIII), sendo conhecida como a desigualdade
de Bernoulli. Apesar de sua aparente simplicidade, veremos que ela se revela bastante
util em aplicagoes.

Proposicao 1 (Bernoulli). Dados n natural e x > —1 real, temos (1 + )" > 1+ nz,
ocorrendo a igualdade para n > 1 se e s6 se x = 0.

Prova. Facamos inducao sobre n, sendo o caso n = 1 imediato. Suponha, por hipdtese de
inducdo, que (1 +z)* > 14 kx; como 1+ x > 0, temos

I+ =1 4+2)1+2)* > A +2)Q + ko) =1+ (k+ Do+ ke > 14 (k + 1)z,
ocorrendo a igualdade se e s6 se (1 +2)F =1+ kx e ka? =0, i.e., se e 6 se z = 0. O

Exemplo 2. Dados n natural e a e b reais positivos, mostre que

(1 + %)n + (1 + g>n > gntl,

ocorrendo a igualdade se e s6 se a = b.

Prova. Dividindo ambos os membros da desigualdade do enunciado por 2", vemos que

basta provar que
TSN R PR SV B
2 2 2 2a -7

Como —% +a5>—1le —% + % > —1, aplicando a desigualdade de Bernoulli a cada parcela
do primeiro membro acima e somando os resultados, obtemos

1 a\" 1 b\" a b
S a2 > 27 1),
(1 2+2b> +<1 2+2a> _2+n<2b+2a 1>
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Basta, agora, aplicar a desigualdade entre as médias para obter

com igualdade se e s6 se 5 = b e, seesésea=b. O

2a°

A proxima desigualdade que apresentamos é conhecida na literatura como a desigual-
dade de Chebyshev, assim nomeada apds Pafnuty Chebyshev, matematico russo do
século XIX.

Teorema 3 (Chebyshev). Se a1, as, ..., a, e by, ba, ..., b, sGdo nimeros reais tais que

a1 <as<---<a, e by <by<--- < by,

entao
1 & 1 & 1 &
(E z) (E zbZ) <1san
=1 i=1 i=1
ocorrendo a igualdade se e s6 se a1 =ag =---=a, ou by =by=---=b,.

Prova. Temos de mostrar que

nf:albl — <§n: ai> <§n: bz) Z 0,
i=1 =1 =1

para o que basta observar que a expressao do primeiro membro é igual a

n

> (@i —a;) (b — by).

ij=1

Mas, como os a;’s e b;’s sao igualmente ordenados, concluimos que a expressao acima é,
realmente, nao negativa.

Note agora que, se a; = a9 = -+ = a, ou by = by = --- = b,, entao haverd igualdade
na desigualdade de Chebyshev. Reciprocamente, suponha que temos igualdade em tal
desigualdade. Como (a; — a;)(b; — bj) > 0 para todos os indices 1, j, para haver igualdade

devemos ter (a; — a;j)(b; — b;) = 0 para todos i,j = 1,...,n. Se existir 1 < k < n tal que
by, < bpa1, entdo by < -+ < by < bgyy < -+ < b, e a condigdo (a; — agy1)(b; — bry1) =0
para todo ¢ garante que a; = apy1 para ¢ < k. Portanto, temos a1 = as = -+ = ar = apy1-
Por outro lado, a partir de (a; —ay)(b; —bx) = 0 parai > k, concluimos que agy1 = -+ = ay.
Logo, todos os a;’s devem ser iguais. O
Exemplo 4. Se k é um natural e a1, asg, ..., a, Sao reais positivos, entao

af +af+- - tap <a1+a2+---+an>k

n n

com igualdade se e sé se todos os a;’s forem iguais.
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Prova. Fagamos indugao sobre k > 1, sendo () trivialmente verdadeira para k = 1 e
todos os ay, ag, ..., a, reais positivos. Seja agora [ > 1 um natural tal que (d) valha para
k=1—1 etodos ai,as,...,a, reais positivos. Dados reais positivos a1, ao, ..., a,, COMO
ambos os membros da desigualdade que queremos provar sao invariantes por permutacoes
dos indices 1, 2,...,n podemos supor, sem perda de generalidade, que a1 < as < -+ < ay.
Dai, temos all_l < al2_1 < --- < al7! e segue da desigualdade de Chebyshev que

I ¢ 1o 1o
E;aiz ﬁ;ai EZai .

i=1

Por outro lado, a hipétese de inducao fornece

1 1 -1
2 : -1 2 :
i=1 i=1

e combinando essas duas desigualdades obtemos

1 — 1 — :
E Z_: aé 2 <E Z_: ai) )
i=1 1=1

conforme desejado. Por fim, a condicao de igualdade é ébvia a partir condicao de igualdade

na desigualdade de Chebyshev. O
Exemplo 5 (Polonia). Sejam aq,as, ..., a, reais positivos com soma s. Prove que
ai a an n

+ +- > .
s—a; S§—a s—a, n-—1

Prova. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a1 < as < --- < a,. Entdo s —a; >
s—ag>-->8—a, Comos—a; >0 para todo i, segue que S_lal < S_1a2 <. < S_lan.
Portanto, pela desigualdade de Chebyshev temos

ot (e tn) = (20 (S -5 (B)

i=1 i=1 P

Mas, pelo Exemplo 4 da Aula 1, temos

n n -1 9
Zs—lai > n? <Z(8—ai)> =n?(ns —s)" ' = (nﬁil)s

i=1 =1

Por fim, basta combinar as duas desigualdades acima. O

A segunda igualdade que apresentamos é conhecida como a desigualdade do rear-
ranjo. Para o enunciado da mesma, recorde que uma permutacao de uma sequéncia
(a1,a2,...,a,), é uma sequéncia (r1,z2,...,7,) tal que z; = a,(;), para alguma bijecdo
o:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}.
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Proposicao 6. Sejam a; < ag < --- < a, reais positivos dados. Se (r1,z2,...,T,) € uma
permutacdo qualquer de (ay,as,...,a,), entdo

n—1 n—1 n—1
E @jlp—i < E a;x; < E az,
i=1 i=1 i=1
ocorrendo a igualdade na primeira (resp. sequnda) desigualdade acima se e s6 se x; = ap—;

(resp. x; = a;) para 1 <i <n.

Prova. Mostremos como maximizar a soma aj1x1 + asxs + -« -+ + a,x,, sendo o raciocinio
para minimizé-la totalmente analogo.

Como o numero de permutagoes (z1,x2,...,T,) dos a;’s é finito, hd pelo menos uma
delas que maximiza a soma a1x1+agxe+- - -+anx,. Se (by,be, ..., b,) é uma tal permutagao,
queremos mostrar que b; = a; para 1 < i < n, e para tanto basta mostrarmos que deve ser
by < by < --- < b,. Suponha o contrario, i.e., que existam indices i < j tais que b; > b;.
Defina a permutagao (b},b),...,b),) dos a;’s pondo

b, se k#i,j
b, =< by, se k=3

bj, se k=i

Entao

z": a;b, — En: aibi = (a;b; + a;b}) — (aib; + a;jb;)
- - (a;ibj + ajb;) — (a;b; + a;b;)
= (ai—a;)(bj —b;) > 0.
Isso é o mesmo que
arby + agbly + -+ + aybl, > arby + aghy + - - + anby,

0 que por sua vez contraria o fato de que a permutacao (b1, be,...,b,) dos a;’s maximiza a
soma a1r1 + asx2 + - - - + apxy, maximo. Logo, by < by < -+ < by,. O

Exemplo 7. Dados reais positivos a, b e ¢, mostre que a® + b3 + ¢ > a?b + b*c + 2a.

Prova. Suponha, sem perda de generalidade, que a < b < ¢. Uma aplicagao direta da
desigualdade do rearranjo nos da

CHP+E=a? a4+ b+ c>a? b+b?c+ P a

O

Conforme mostrado pelo proximo exemplo, a ideia da prova da desigualdade do rear-
ranjo é, por vezes, tao util quanto a desigualdade em si.
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Exemplo 8 (Eslovénia). Dados 2n reais positivos ay, as, . . . , as,, como devemos arranjé-los
em pares de modo que a soma dos n produtos dos nimeros de cada par seja maxima?

Solugao. Suponha, sem perda de generalidade, que a; < as < --- < a9, e arranje tais
nimeros em n pares (by,c1), (b2,c2), ..., (bn,cn), com by < by < --- < by, e bj < ¢j, para
todo 7. Queremos maximizar

S =bicy +bocy + - + by

Para isso, vamos mostrar que ¢; < ¢g < --- < ¢,. De fato, se a sequéncia (¢;) nao for nao
decrescente, existirao indices ¢ > j tais que ¢; < ¢;. Neste caso, trocamos as posicoes de ¢;
e cj em S, apds 0 que a nova soma serd

S =5 — b;ci — bjCj + biCj + bjc,- =S+ (bz — bj)(Cj — CZ') > S.

Logo, a soma serd maxima quando ¢; < cp < -+ < ¢p.

Finalmente, observe que, para todos i < j, temos b; < ¢; < ¢;j. Suponha que, para
algum par i < j, tivéssemos b; < ¢;. Neste caso, trocamos ¢; por b;, de modo que a nova
soma seja

S// =5 bici — bjCj + bibj + CiCj = S+ (bz — Cj)(bj — Ci) > S.

Portanto, devemos ter, para todos ¢ < j, b; < ¢; < bj < ¢;. Em geral, teremos
by <c1 <by<cp << by <.
Logo, a soma maxima é ajas + asaq + -+ - + agp—102,- O

A dltima desigualdade que discutiremos aqui é devida ao matemadtico noruegués do
século XIX Niels Henrik Abel, sendo conhecida como a desigualdade de Abel.

Teorema 9 (Abel). Sejam n > 1 natural e aq, ag, ..., ay, by, ba, ..., by, niumeros reais
dados, com a1 > ag > -+ > a, > 0. Se M e m denotam respectivamente os elementos
mazximo e minimo do conjunto de somas {by,by + ba,..., by + by + ...+ by}, entao

may < arby + asba + - - -+ apb, < May.

Prova. Provemos a desigualdade da direita, sendo a prova da desigualdade da esquerda
totalmente andloga.
Faca sp =0es; =by +---+b;, para 1l <7 <n. Entao

n n n n—1
E ab; = E ai(si — si—1) = E a;s; — g Ai415;
=1 i=1 =1 =0

n—1

= E (ai - ai-l—l)si + ansn

=1

n—1
E M(ai—ai_i_l)—l—Man:Mal.
=1

IN
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Para referéncia futura, observamos que, nas notacées da prova do teorema acima, a
igualdade

n n—1
Z a;b; = Z(ai — Qit1)Si + ansn (2)
i=1 i=1
¢é conhecida como a identidade de Abel, sendo quase tao ttil quanto a desigualdade de
Abel em si.

Exemplo 10 (Roménia - adaptado). Sejam n > 1 inteiro e x1,...,ZTn, Y1,-..,Yn Treais
positivos tais que z1y; < xoys < - < Tpyn e, paral < k<n, x4+ - -F+xk > Y1+ +Yi-
Prove que

Prova. Inicialmente, observe que

Zn:l_zn:i_zn:u (3)
= Y S N i—1 .

TilYq

Por outro lado, a condicdo z1 + -4+ > y1+ -+ y para 1 < k < n pode ser escrita
como
(x1—y1)+ -+ (zp —yx) =0

para 1 < k < n. Assim, fazendo a; = eb = x;—y; paral < i < n, temos

1
Tiyi
0<a1<a2<~-<an,b1+---+b,~20ex;;y’i:aibiparalgign.

Aplicando a desigualdade de Abel a (3), obtemos entio

"1 &1
E ——E — > ap -min{b; +---+b;1<i<n}>0.
1 i ZI:Ei

Problemas
1. Para n € N, prove que
1 n 1 n+1
1+ - <|(1l+—— .
n n+1
2. (Estados Unidos). Para m, n naturais, seja a = % Prove que

a”4a >m™m+n"
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3. (Croécia). Encontre todas as solugoes reais positivas do sistema de equagoes

1+ a2+ + T1994 = 1994
o]+ @y + oo+ Tggy = 2+ 23+ -+ algy

4. Sejam aq, a9, as, ay reais positivos. Prove que

D

1<i<j<k<4

a}taltal o, o, 5,
—_— Z a1+a2+a3—|—a4,
a; + a; + ag

ocorrendo a igualdade se e s6 se a1 = as = a3z = a4.

5. Sejam n > 1 inteiro e aq,as, ..., ay, b1,bs, ..., b, reais dados, com a1 < ao < --- < ay,
eb <by<--- < by Se A < Xy <--- < )\, s80 reais positivos com soma igual a 1,

prove que
(Z )\iai> <Z )\ibi> < Z Aia;ib;
i—1 i—1 i—1

e dé condigoes necessarias e suficientes para a igualdade. A que caso particular
corresponde a desigualdade de Chebyshev?

6. Sejam a, b, ¢ reais positivos. Prove que

—_

1+ +1<a8+b8+c8
a b ¢ a3b3c3

7. Sejam a, b, ¢, d reais nao negativos tais que ab + bc + c¢d + da = 1. Prove que

a’ b3 3 d3
b+c+d+a+c+d+a+b+d+a+b+c

1
> —.
-3

8. Para a, b, c reais positivos e n € N, prove que

a® b cn an—l 4 bn—l _|_cn—1
- + >
b+c a+c a+bd 2

9. Sejam z, y e z reais positivos tais que zyz = 1. Prove que

3 Y3 23 3
+ + >
I+y)(1+2) (A+2)(1+y) (QA+=x)(1+y) 4
10. Sejam n > 1 inteiro e x1, 9, ..., T, reais positivos dados, com soma igual a 1. Prove
que
& ZT; n 1 "
>/ > Xi.
;\/1—1’,’_ ’I’L—l_\/’l’L—liZ:;\/_z
11. Dados reais positivos a, b e ¢, mostre que %ch < a% + b% + c%
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12.

13.

14.

3.
4.

(IMO). Seja (a)r>1 uma sequéncia de inteiros positivos dois a dois distintos. Prove
que, para todo n € N, temos
52 Z =
k=1

(Torneio das Cidades). Sejam aq,aq,...,a, reais positivos dados. Prove que
2 2 n
a a
14 1 14+ 221... (1
(i) (1) (10 8) < Lo
Sejam a;, b; nimeros reais tais que a1 > as > --- > a1 > 0 e by > a1, biby > ajas,
, biby -+ by > ajas - - - a,. Mostre que
bytbot - +byp>ar+ay+--+an.
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Ne ove

Dicas e Solugoes

. Comece obsevando que

1 n+1 .

Em seguida, aplique a desigualdade de Bernoulli.

. Escreva a™ = m™ (1 + %)m e, em seguida, aplique a desigualdade de Bernoulli.

Faca o mesmo com a™ e, por fim, some os resultados.

. Escreva o] + @3 + -+ 4+ 2lggy = @3 - 21 + 23 - o + -+ 4 23994 - T1004 €, em seguida,

aplique a desigualdade de Chebychev para obter

T+ 2+t Tiggy > @(wi”w%---ﬂi’g%)(m + g e+ T1904)-
Por fim, use as equactes do sistema.
Aplique a desigualdade de Chebyshev a cada parcela do somatério.
Adapte a prova da desigualdade de Chebyshev ao caso em questio.
Aplique a desigualdade de Chebychev.

Aplique a desigualdade de Chebychev para concluir que a expressdo do primeiro
membro é maior ou igual que

1 4 5 5 1 1 1 1
z b d .
gl ) e i T a et d T At

Em seguida, aplique o resultado do Exemplo 4, juntamente com o resultado do Exem-
plo 4 da Aula 1, para concluir que a tltima expressdo acima é maior ou igual que

a+b+c+d\® 42 _(at+b+c+a)?
1 3 '

a+b+c+d) 12

Por fim, observe que a condi¢ao do enunciado equivale a (a + ¢)(b+ d) = 1 e aplique
a desigualdade entre as médias.

. Adapte a sugestao dada ao problema anterior.

. Supondo, sem perda de generalidade, © > y > z, use a desigualdade de Chebychev

para concluir que a expressao do enunciado é maior ou igual que
<x3+y3+z3> @D+ Y+ + (1)
3 @+Dy+D+1)

Em seguida, aplique a desigualdade de Chebychev ao primeiro fator e a desigualdade
entre as médias ao segundo fator para concluir que a tltima expressao acima ¢ maior

ou igual que %, onde t = %(m—i—y—kz). Por fim, use a desigualdade entre as médias
para concluir que t > 1 e, em seguida, prove que t > s = % > %
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10.

11.

12.
13.

14.

Para obter a primeira desigualdade, aplique a desigualdade de Chebychev ao primeiro
somatorio, seguida do resultado do Exemplo 4 da Aula 1. Para a segunda desigual-
dade, utilize a desigualdade entre as médias aritmética e quadratica (cf. Problema
15 da Aula 1).

Suponha, sem perda de generalidade, que a < b < c. Basta aplicar a desigualdade do
rearranjo, observando que a desigualdade a ser provada é equivalente a

a’be + ab?*c + abc® < (ab)? + (be)? + (ca)?.

Aplique a desigualdade do rearranjo.

Faca a prova por inducao sobre n > 1 inteiro. Para o passo de indugao, basta provar

que
2 CL2 2
<1+ n > <1+ ”+1> > <1+a—"> (1+ ans1)
Ap41 ai ai

ou, equivalentemente, que

1 1 a?
ai+1'—+ai- Zan+1+—n.
a An+1 al

Por fim, observe que tal desigualdade é uma aplicacao imediata da desigualdade do
rearranjo.

Faca \; = b;/a;, para 1 < j < n, e conclua que
b+ Fby a4+ +ap = a(A—1) +ax(ho—1)+ - +an(Ay, — 1) > 0.

Em seguida, aplique a desigualdade de Abel para concluir que
n
D aj(A—1)>ar min{A — LA+ X =2, A 4+ A, — )
j=1

Por fim, use a condicao do enunciado e a desigualdade entre as médias para mostrar
que Ay + -+ A\ > k.

10



