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Funcoes Definidas Implicitamente 1

Esta ¢é a primeira de duas aulas devotadas ao estudo de fungoes definidas implicitamente.
Para saber mais sobre o material aqui discutido, remetemos o leitor ao Capitulo 1 de [2]
ou ao Capitulo 11 de [3].

Uma funcao pode ser definida implicitamente por um conjunto de propriedades. Por
exemplo, sendo g(z) =z + 1 e h(z) =z — 1, a funcio f : R — R dada por f(z) = 22 é tal
que

ou seja, ela é tal que
fa+D) =(x+1)?=24+2c+1 e flz+1)=(—-1)2 =222z +1.
Dai, temos que a fungdo acima satisfaz, para todo z € R, a relacao
flz+1)— f(xz—1) = 4a.

Podemos tentar reverter os passos acima, perguntando agora quais sao as fungoes f : R — R
tais que
flz+1)— f(x—1) =4z, VxR (1)

E claro que a funcio f(z) = 22 ndo é a tnica, pois, como ¢ facil verificar, para qualquer

constante real ¢ a fungio f.(x) = 2% + ¢ também satisfaz ().

Como uma fun¢ao f : R — R satisfazendo () ndo estd dada por seus valores, e sim por
uma relagdo que deve satisfazer, dizemos que a funcao estd definida implicitamente. Note
que, a partir de (), podemos descobrir outras relagdes que a fungao satisfaz. Por exemplo,
se g: R — R é dada por g(z) = 22, temos

flg(x) +1) = flg(z) = 1) = 4g(x),

ou ainda
fz®+1)— f(a®? —1) =42? Yz €R. (2)

Assim, qualquer funcao que satisfizer ([Il) também satisfard (2]). Entretanto, a relacao (2]
pode nao ser muito ttil para ajudar a determinar as fungoes f que satisfazem (). Sé a
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experiéncia dird que relagoes obtidas a partir de uma relacao inicialmente dada serao tteis
nesse sentido.

Em geral, um problema interessante é o de encontrar todas as funcoes definidas impli-
citamente por um certo conjunto de relagoes dadas. Uma vez que nao hd uma teoria geral
a esse respeito, no que segue, veremos alguns exemplos que ilustram um certo niimero de
técnicas tteis no trato de fungoes definidas implicitamente.

Exemplo 1 (Canadd). Ache todas as fungoes f : N — N, crescentes e tais que f(2) =2 e
f(mn) = f(m)f(n), para todos m,n € N.

Solugao. De 1 < f(1) < f(2) = 2 obtemos f(1) = 1. Agora f(4) = f(2)f(2) =4 e
f(8) = f(4)f(2) = 8. Suponha pois, por hipétese de inducao, que f(2k) = 2% para um
certo natural £. Entao

FEM) = f(25)f(2) = 2F 2 =25,

e segue que f(2") = 2™ para todo inteiro nao negativo n. Portanto, fixado n natural, segue
de f ser crescente que

2" = f(2") < f(2" +1) << f(27l+1 -1) < f(2n+l) — ontl

Mas, uma vez que f(2" +1), f(2"+2), ..., f(2"T! — 1) sdo naturais, a tinica possibilidade
é termos

Finalmente, como esse raciocinio é valido para todo n natural, segue que f(m) = m para
todo m natural. O

Exemplo 2 (Olimp. Iberoamericana). Se D = R — {—1,0, 1}, encontre todas as funcoes
f: D — R tais que, para todo = € D, tenhamos

f(x)*f <1I_i> = 64x.

Solugao. Note antes de tudo que, como x # 0, temos f(z)%f G;—;) # 0 para todo z € D.

Em particular, f(z) # 0 para todo = € D. Seja agora g(z) = L‘r—i para z € D. A definicao

de D garante facilmente que g(D) C D, de modo que podemos compor f com g. Assim,

para todo = € D temos

ata)*f (1543 ) = ta(o). ®)

Substituindo a expressao de g na relagdo acima, chegamos a

1—x 1— 12 1—x
f<1+:c>f<1+g> :64<1+x>’
14z
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ou ainda

f 11—z 2f() 64 11—z
€Tr) =
1+ 1+z)’
para todo x € D. Elevando ao quadrado ambos os membros da relacao do enunciado e
dividindo o resultado pela relacao acima, vem que

3 9 1—=x
f(@) = 64z (1”),

edaf f(z)=4¢/ 22 Gjr—i)

Até este ponto, mostramos apenas que, se f existir, deve ser dada por essa expressao.

Temos, pois, de verificar que f, assim definida, realmente satisfaz a relacdo do enunciado
para todo x € D. Mas tal verificagao é imediata e serd deixada a cargo do leitor. O

Ainda em relacdo ao exemplo anterior, com um pouco mais de pratica poderiamos
prescindir de definir a fun¢ao g para em seguida compé-la com f a fim de obter ([3]). Ao

invés disso, poderiamos apenas ter dito
Substituindo x por }jr—i na relacao do enunciado, obtemos ...,

tendo em mente que essa substituicao é meramente uma composicao de fungoes. Doravante,
sempre que nao houver perigo de confusao, adotaremos essa simplificagdo de linguagem, a
qual ja aparece no exemplo a seguir. Ao lé-lo, tente identificar as composicoes que foram
mascaradas por substituigoes.

Exemplo 3. Encontre todas as fungoes f : R — R tais que f(1) = 1 e, para todos z,y € R,
tenhamos

(a) flz+y)=f(z)+ f(y)
(b) flzy) = f(x)f(y).

Solucao. Seja f uma fungao satisfazendo as condigdes do enunciado. Fazendo z =y =0
em (a), obtemos

f(0) = £(0+0) = f(0) + f(0) = 2/(0),
donde segue que f(0) = 0. Fazendo y = x em (a), obtemos
fQ2z) = f(z+ ) = fz) + f(x) = 2f(z)
para todo z € R. Fazendo agora y = 2x em (a), segue que
fBz) = flz+2x) = f(z) + f(2x) = f(z) + 2 (x) = 3f(2)
para todo x € R. Repetindo o argumento acima concluimos, por inducao sobre n € N, que

fnx)=nf(zx), YvneN, zeR (4)
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Em particular, fazendo z = 1 em (@), obtemos f(n) = n para todo n € N. Fazendo agora

1
1:f(1):f<n-%> :nf<%>,

xr =~ em (4), segue que
donde f (%) = % Finalmente, x = % em (), com m € N, fornece

n 1 1 1 n
m m m m m
Vamos ver o que ocorre com os racionais negativos. Para isso, facamos y = —x no item

(a), obtendo
0=/(0) = f(z+ (-=)) = f(z) + f(-=),
ou ainda
fx)=—f(-=z), VxR (5)

Em particular, sendo z < 0 racional, segue de ([{) e do fato de ser —x um racional positivo
que f(x) = —f(—x) = —(—z) = x, e portanto f(x) = z para todo x € Q.

Como f(z) = z para todo = € Q, desconfiamos que a funcao identidade seja a unica
satisfazendo as condicbes do enunciado. Para confirmar tal suposicao, voltemos nossa

atencao a condigao do item (b). Inicialmente, mostremos que se para um certo z € R
tivermos f(x) = 0, entdao = = 0. De fato, caso fosse = # 0, fazendo y = % em (b) teriamos

o que é uma contradi¢do. Agora, fazendo y = x # 0 em (b), obtemos

f@®) = fz-2) = f(z) - f(z) = f(2)* > 0; (6)

portanto, se z,y € R, com = < y, e a # 0 for tal que y — 2 = a?, entdo, aplicando

sucessivamente (a), (B) e (@), obtemos

fly) = f@) = fly) + f(=a) = fly —a) = f(a®) = f(a)* > 0,

de sorte que f é crescente. Suponha, por fim, que existe a € R tal que f(a) < a e tome (cf.
Problema 1.5.2 de [1]) um racional r tal que f(a) < r < a; o caréter crescente de f fornece

r=f{r) < fla),

o que é uma contradi¢do. Analogamente, nao podemos ter f(a) > a, e a tinica possibilidade
é f(a) = a. Mas como a € R foi escolhido arbitrariamente, devemos ter f(z) = z para
todo x € R. 0

Para o préximo exemplo precisamos da seguinte
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Definicao 4. Se X € um conjunto ndao vazio e f : X — X € uma funcao dada, um elemento
xg € X € dito um ponto fixo de f se f(xg) = xo.

Se I C R é um intervalo, uma funcao decrescente f : I — [ admite no maximo um
ponto fixo. De fato, se x1,x2 € I fossem pontos fixos de f, com x1 < 3, seguiria de f ser
decrescente que

z1 = f(z1) > f(22) = 22,

uma contradicao a hipdtese x1 < .

Exemplo 5 (Argentina). Seja f : R — R uma fungdo decrescente e tal que f(x + f(x)) =
x + f(x) para todo real x. Prove que f(f(x)) =z para todo real x.

Prova. As hipéteses sobre f garantem que x + f(z) é ponto fixo de f para todo z € R.
Por outro lado, o cardter decrescente de f garante, de acordo com a discussao anterior, a
existéncia de no maximo um ponto fixo para f, de sorte que deve existir a € R tal que
x+ f(z) = a para todo z € R, o que é o mesmo que f(z) = a—x para todo € R. Portanto

f(f(@) = fla—2)=a—(a—z)=uz,

para todo = € R. O

Problemas

1. Encontre todas as fungoes f : Q — Q tais que f(xTer) = M, para todos
z,y € Q.

2. (Austria). Encontre todas as funcoes f : Z\{0} — Q tais que, para todos z,y € Z\{0}
para os quais x + y seja multiplo de 3, tenhamos

; <x+y> _ @)+ W)

3 2

3. (Vietna). Ache todas as fungoes f : R — R tais que

| =

% Flay) + % flwz) = f(2)f(yz) >

para todos z,y, z € R.

4. (Espanha). Encontre todas as fungdes crescentes f : N — N tais que, para todo
n € N, tenhamos f(n+ f(n)) = 2f(n).

5. Encontre todas as funcoes f : R — Z tais que:

(a) f(x+a)= f(x)+ a, para todo = € R e todo a € Z.



POT 2012 - Algebra - Nivel 3 - Aula 03 - Prof. Antonio Caminha

10.

3.

(b) f(f(x)) =0 paraz €0,1).

. (Austria—Polénia). Prove que nao existe funcao f : Z — Z tal que, para todos =,y € Z,

tenhamos f(z + f(y)) = f(x) — v.

(Roménia). Ache todas as funcoes f : Z — Z tais que f(0) =1e

FUf(R) + (k) =2k +3

para todo k € Z.

(Romeénia). Sejam k > 1 um inteiro impar e A = {x1,x2,...,2;} um conjunto de k
nimeros reais. Obtenha todas as fungoes injetivas f : A — A tais que
|f(x1) — 21| = |f(22) — 22| = -+ = | f (1) — p]-

. Ache todas as fungoes f: Q — Q7 tais que f(z+y) = f(z)f(y) para todos z,y € Q.

Ache todas as fungoes f : [0,1] — [0,1] tais que f(0) =0, f(1)=1e

flz+y)+ flz—y) =2f(z)

para todos os z,y tais que z —y,z +y € [0, 1].
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Dicas e Solugoes

1. Fazendo g(x) = f(x) — f(0) na relagdo do enunciado, conclua que basta considerar
o caso em que f(0) = 0. Sob tal suposicao, faca y = 0 para obter f (%) = @ para
todo z € Q. Em seguida, use a relagao do enunciado para concluir que f(z + y) =

f(z) + f(y) para todos z,y € Q, de sorte que f(z) = f(1)z para todo = € Q.

2. Use a relagao do enunciado para provar por indugao que f(n) = f(1) para todon € N;
em seguida, considere o caso n < 0.

3. Faga © = y = z = 0 para obter f(0) = %; em seguida, obtenha f(1) = % de maneira

andloga. Faca y = z = 1 para concluir que f(z) > % para todo x € R. Por fim, utilize
uma substituicdo anédloga para concluir que f(z) < % para todo z € R.

4. Em cada um dos intervalos [n,n + f(n)] e [f(n),2f(n)] hd f(n) 4+ 1 naturais. Use,
pois, o cardter crescente de f, juntamente com f(n + f(n)) = 2f(n), para concluir
que f(n+ k) = f(n) + k, para todos 1 < k < f(n). Tome agora k,n naturais, com
n > k. Use que f(n) > n para mostrar que f(n) > k e dai, pelo que fizemos acima,

que f(n)=n—1+ f(1).

5. Faca © = a = 0 em (a) para concluir que f(0) = 0. Em seguida, fazendo x = 0
em (a), mostre que f(a) = a para todo a € Z. Tomando agora x € [0,1), use que
f(z) € Z e f(f(x)) = 0 para concluir que f(x) = 0. Por fim, para x € R qualquer,
troque x por {x} e faca a = |z] em (a) para concluir que f(z) = |z].

6. Comece calculando f(z + f(y + f(0))) de duas maneiras distintas para concluir que
f(0) = 0. Em seguida, deduza a partir dai que f(f(y)) = —y para todo y € Z, de sorte
que f é bijetiva. A partir dessa iltima relacdo, calcule f(f(f(x))) de duas maneiras
distintas para concluir que f é impar. Troque x por f(z) na relacdo do enunciado
para concluir que f(f(x) + f(1) = F(f(x +y)), e daf aue f(z) + f(y) = f(z +)
para todos z,y € Z. Por fim, use indugao para obter f(z) = f(1)x para todo x € Z,
chegando assim & contradicao —1 = f(f(1)) = f(1)f(1) > 0.

7. Faga k = 0 para concluir que f(1) = 2; em seguida, use indugao para mostrar que
f(n) = n+ 1 para todo n € N. Use agora a relagdo do enunciado para mostrar que
se f(—1) = a, entdo nao pode ser a < 0 nem a > 0. Por fim, faca uma nova indugao
para concluir que f(—n) = —n + 1 para todo n € N.

8. Inicialmente, podemos supor que f nao tem pontos fixos. Escreva agora A = BUC,
onde B e C sao conjuntos disjuntos e tais que f(z) > x paratodoz € Be f(z) <=z
para todo € C. Se |B| =1l e a é o valor comum de |f(z;) — x;|, conclua que

0= Zle(f(xj) —xz;) = (2l — k)a e, a partir dai, que a = 0, o que é uma contradigao.

9. Faga © = y = 0 para obter f(0) = 1. Em seguida, use inducao para provar que
f(nz) = f(x)™ para todos = € Q, n € N; mostre a partir dai que f(z) = f(1)* para
todo x € Q7. Fazendo agora y = —x, mostre que f(—z) = f(x)~Y; conclua entdo
que f(x) = f(1)* para todo x € Q. Por fim, use o fato de o contradominio de f ser
o conjunto dos racionais positivos para concluir que f(1) = 1.
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10. Fazendo x +y = a e x — y = b, mostre que f(a) + f(b) = 2f (“TH’), para todos
a,b € [0,1]. Fazendo = = y, mostre que f(2z) = 2f(x) para todo x € [0, 1], e conclua
que f(a)+ f(b) = f(a+1b), para todos a,b € [0,1]. Mostre a partir dai que f(x) = =,
para todo = € [0,1] N Q. Para o que falta, imite a sugestdo para a passagem de Q a
R, no Exemplo B



