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Funcoes Definidas Implicitamente 2

Nesta segunda aula sobre fungoes definidas implicitamente, examinamos e propomos
alguns exemplos mais elaborados. Para muitos mais, remetemos o leitor a [3] ou ao Capitulo
11 de [4].

Comegamos observando que, por vezes, o que se pede nao é obter todas as fungoes defi-
nidas implicitamente por certas relagoes, mas somente deduzir que tais fungoes satisfazem
certas propriedades ou que, ao contrario, nao existem. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1. Sejam c e « reais positivos dados e (Q um quadrado no plano, também dado.
Prove que nao existe funcao sobrejetiva f : [0,1] — @ tal que, para todos 0 < z,y < 1,
tenhamos

1f(z) = ()] < clz —y[*T12

Prova. Suponha que exista uma tal funcao. Sejam k > 1 inteiro e x; = %, para 0 < j < k.
Dado um real z € [z;,zj41], temos

o C
|f (@) = fla))| < el —2;|* T2 < RESYCR

Portanto, sendo Cj o circulo do plano com centro f(z;) e raio W, segue que

€ [xj,2541] = f(z) € Cj.

Entao
Q= f([0,1]) c CoUCLU---UC_1,

o que implica (A(F') denota a area da figura F)

1= A@Q = A(UZio) <3 a)

1 c 2 e
- Tr(ka—i—l/Z) - k2"
Mas, como « > 0 e k > 1 é arbitrario, chegamos a uma contradi¢cao, uma vez que a relagao
k?* < mc? nao é verdadeira para k suficientemente grande. O
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Exemplo 2 (Franga). Seja f : N — N uma bijecao. Prove que existem naturais a < b < ¢,

tais que f(a) + f(c) = 2f(b)

Prova. Se g = f~!, o problema equivale a provarmos a existéncia de trés inteiros positivos
x<y<z em PA e tais que g(z) < g(y) < g(2). Faga x =1 e seja a = g(1). Defina

A={g7' (1), g7 2),....g (a—1),g ()}

Set € N\ A, entao g(t) > a = ¢g(1) = g(x). Portanto, basta provarmos que existem dois
inteiros y < z em N\ A que formam uma PA com 1 e sdo tais que g(y) < g(z).
Para o que falta, fixado t € N\ A, considere os inteiros

2t — 1,4t — 3,8t —7,.... 2" —(2F —1),....

Quaisquer dois elementos consecutivos dessa sequéncia de ntmeros formam uma PA com
1, de modo que, se existir k tal que

g(2kt — (2 — 1)) < g2 — (2kF1 — 1)),
nada mais havera a fazer. Mas, se este nao fosse o caso, a injetividade de g nos daria
g(t) > g2t —1) > g(4t —3) > g(8t = 7) > -+~ > g(1),
0 que seria um absurdo. O

Voltemo-nos, agora, a exemplos mais dificeis onde se pede, efetivamente, obter todas
as fungdes que satisfazem certos conjuntos de condigoes.

Exemplo 3 (Ira). Obtenha todas as fungoes f : R — R tais que, para todos os x,y reais,
tenhamos

f(f(@x+y) = flx+y)+ fl2)fly) —zy.

Solugao. Seja f uma funcao satisfazendo as condigoes do enunciado. Fazendo y = 0,
obtemos

f(f(@) = f(x)+ f(0)- f(z), Vo € R. (1)
Seja Im(f) a imagem de f e ¢ = f(0). Segue de () que
f(z)=(c+ 1)z, VzeIm(f). (2)

Agora, como f(x +y) € Im(f), para todos z,y € R, segue de (2) e da relagao original
que
(c+D)flz+y)=fl@+y)+ flx)fly) —zy

ou, ainda,
c- fle+y) = f@)f(y) —ay, Ve eR. (3)
Suponha que ¢ # 0. Entao 0 ¢ Im(f). De fato, caso fosse 0 € Im(f) terfamos de (2))
que f(0) = 0, uma contradigao. Mas ai, pondo x = ¢, y = —c em (3]), obteriamos

¢ =c- f(0) = f(e)f(—e) + ¢,
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donde f(c)f(—c) = 0 e, portanto, f(c) = 0 ou f(—c) = 0; isto, por sua vez, contradiria a
suposicao de que 0 ¢ Im(f). Logo, ¢ = 0.
Segue, pois, de (@), que
f@)fly) =zy, Yz €R. (4)

Como a funcao identicamente nula nao satisfaz as condi¢ées do enunciado, existe zg €
Im(f) tal que zp # 0. Entao, temos a partir de ([2]) que f(z9) = 2z9. Assim, fazendo y = zg
em (@), obtemos f(z) - zo = 20, para todo z € R, donde f(z) = x para todo = € R.

Por fim, é imediato verificar que a funcao identidade satisfaz a condicao do enunciado.

O

Antes de apresentar o proximo exemplo, precisamos enunciar um resultado que se revela
importante também em outros contextos. Para tanto, recordamos o leitor de que uma
funcao polinomial é uma func¢éo f : R — R da forma

f(z) = anz™ + an—lxn_l + -+ ai1x + ag, (5)

para todo x € R, onde n é um inteiro nao negativo dado e ay,...,a, sao nimeros reais
também dados.

Teorema 4. Seja f : R — R wma funcao polinomial. Se a, b e d sao niumeros reais tais
que a <b e (f(a)—d)(f(b) —d) <0, entdo existe a < ¢ < b tal que f(c) = d.

O teorema acima ¢é conhecido em Matematica como o teorema do valor inter-
mediario. (Abreviamos TVI.) Intuitivamente, sua validade decorre do fato de que, o
grafico de uma funcao polinomial nao tem saltos; portanto, se ele passar pelos pontos
(a, f(a)) e (b, f(b)), e d pertencer ao intervalo de extremos f(a) e f(b) (que é o que garante
a condicao (f(a) — d)(f(b) — d) < 0), entao tal grafico deve intersectar a reta y = d ou, o
que é o mesmo, deve existir a < ¢ < b tal que f(c) = d.

O TVI, de fato, pode ser aplicado a uma classe de funcées bem mais ampla que aquela
das fungoes polinomiais, qual seja, aquela das fungoes continuas; intuitivamente, o leitor
pode pensar numa funcao continua f : I — R (I C R um intervalo), como uma funcao
cujo grafico nao admite interrupgoes. Para uma discussao mais adequada desse conceito,
juntamente com uma prova do TVI para tal classe de fungoes, remetemos o leitor a Secao
4.2 de [1]. Também, uma prova do TVI para fungoes polinomiais, baseada na validade do
teorema fundamental da Algebra, pode ser encontrada na Secio 5.1 de [2].

Precisamos, ainda, da seguinte consequéncia do TVI.

Corolério 5. Se f: R — R é uma funcao polinomial como em (Bl), com n impar, entdo a
imagem de f € todo o conjunto dos miumeros reais.

Prova. Dado d € R, faga g(z) = f(x) —d. Entao g : R — R também é polinomial, e basta
garantirmos a existéncia de ¢ € R tal que g(c) = 0.

O argumento do paragrafo anterior reduz nosso problema a mostrar a existéncia de
c € R tal que f(c) = 0. Para tanto, suponhamos, sem perda de generalidade, que a,, > 0.
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Entao, para x # 0, repetidas aplicacoes da desigualdade triangular fornecem

f(x) an—1 ai ap
I A e g
ap—1 ai ago
> a, — AR i S Ny
ap—1 ai ao
R e R
e | S 1 B )
S i eIk

Portanto, se |z| > 1, entdo |z| < |z|? < --- < |2|” e, dal,

—1
f(z) 1 Y
Tn Z n — —Z|CL]‘|,
=0

]

p s 1
o qual, por sua vez, é positivo para |z| > ai > ;;_0 laj].
2=
Em resumo, se
n—1

1
A > 1, — | e,
max " Z |laj]

entao % > 0 para © = +A. Mas, como n fmpar, segue que f(—A4) < 0 < f(A) e o TVI
garante a existéncia de ¢ € [—A, A] tal que f(c) = 0. O

Podemos, por fim, discutir o exemplo a seguir.

Exemplo 6 (Bielorrissia). Encontre todas as fungoes f,g,h : R — R tais que, para todos
xz,y € R, tenhamos
fle+9°) + g(a® +y) = hizy).

Solugao. Fazendo x = y = 0, obtemos f(0) + ¢g(0) = h(0). Assim, definindo fi(x) =
f(x) = f(0), g1(x) = g(x) — g(0) e hi(z) = h(zx) — h(0), temos

filz +9°) + g1(@® + y) = ha(zy),

com f1(0) = ¢1(0) = h1(0) = 0. Podemos, portanto, comegar supondo que f(0) = g(0) =
h(0) = 0.

Fazendo y = —2? na relacio do enunciado, obtemos g(x — 2°) = h(—2*) para todo
x. Fazendo z = —y3, obtemos f(—y° +y) = h(—y*), para todo y € R; dai, segue que
flx —2°) = g(x — 2). Mas a imagem da funcdo polinomial z — 2 — 2% é o conjunto dos
numeros reais, de modo que f(x) = g(z) para todo x € R. A relagdo do enunciado se
reduz, entao, a

fla+9°) + f(2® +y) = h(zy). (6)

Fazendo sucessivamente y = —23 e # = —y3 em (@), e levando em conta que f(0) = 0,
obtemos, respectivamente,

fla—a”) =h(—a") e f(—=y° +y) = h(-y"),
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de modo que f(x — 2?) = f(—2° + z). Usando de novo o fato de que a imagem da funcio
polinomial x — x — 2° é R, segue que f é uma funcdo par, i.e., tal que que f(z) = f(—x),
para todo = € R.

Fazendo, agora, y = 0 em (@), obtemos f(z) + f(z3) = 0, donde f(z) = —f(x3).
Voltando a ([@]), essa relagao nos dé

f@ +y) = (@ +9°)°) = h(zy).
Mas f par implica, entao, que
f@ +y) = f(—(@ +9°)%) = h(zy).

Segue, dai, que, se a € R for tal que existam reais x,y satisfazendo o sistema de equagoes

Ty =a
B ry=—(x+93)> 7

entdo h(a) = 0. Provemos que esse é o caso para todo a < 0.

Se a = 0, ja temos h(a) = 0. Se a # 0 entao a segunda equacao do sistema acima
equivale a y? + 3ySx + 3223 +y+ 223 = 0. Escrevendo z = %, segue que basta verificarmos
a existéncia de um real y tal que

y'? + 3ay® + (3a® + 1)y* + 24> = 0.

Para tanto, seja p(y) = y'2 + 3ay® + (3a® + 1)y* + 2a3. Se a < 0, entdo p(0) =243 < 0 e
p(—a) > 0, de modo que o TVI garante que p tem ao menos uma raiz real.
Para terminarmos, veja que f(x — %) = h(—2%), de modo que f(x —2%) = 0 para todo
x € R. Usando novamente a sobrejetividade de f, segue que f = 0. Dali, (@) nos dd h = 0.
Entao, as fungoes f, g, h que satisfazem as condigbes do enunciado sao as fungoes cons-
tantes f = f(0), g = g(0), h = h(0), tais que f(0) + g(0) = h(0). O

Problemas

1. (IMO). Seja G um conjunto nao vazio de fungoes afins, possuindo as seguintes pro-
priedades:

(a) Se f,g € G, entao fog € G.
(b) Se f € G, entdo f~' € G.
(c) Para toda f € G, existe x¢ € R tal que f(zy) = xy.

Prove que existe um real x( tal que f(xg) = zo, para toda f € G.
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2. (IMO). Seja f : R — [0,1] uma fungao tal que, para um certo a € R, tenhamos

Fla+a) = 5+ VT — TP,
para todo x € R.

(a) Prove que f é periddica, i.e., que existe um real p > 0 tal que f(z +p) = f(x),
para todo x € R.

(b) Para a = 1, dé um exemplo de uma fungdo nao constante f : R — [0, 1] que
satisfaca a relacao do enunciado.

3. (Lituania). Seja f : Z — Z uma funcao tal que f(m?+ f(n)) = f(m)? +n para todos
m, n inteiros.

(a) Prove que f(0)=0e f(1) =1.

(b) Ache todas essas fungoes.

4. (OIM). Encontre todas as fungoes f : N — N satisfazendo, para todos =,y € N, as
duas condigoes a seguir:

(a) x>y = f(z) > f(y).
(b) flyf(x)) = 2*f(xy)

5. (Bulgaria). Sejam m > 1 inteiro e aj,as,...,a, reais positivos dados. Prove que a
equacao

Vi+taz+vV1+az+-+V1+ax =nx

possui exatamente uma solugao real positiva
6. (Roménia — adaptado). Existe uma funcao polinomial f: R — R tal que
f2) €Qe flz+1) ¢ Q7
7. (IMO). Ache todas as fungoes f : [0,400) — R satisfazendo as duas condigoes a
seguir:

(a) f(xf(Y)f(y) = f(z+y), para todos z,y € [0, +00).
(b) f(2)=0e f(x)#0para0 <z < 2.

8. (IMO). Seja S = {z € R;z > —1}. Obtenha todas as fungoes f : S — S que
satisfacam as duas condicgoes a seguir:

(a) f(x+ f(y) +xf(y)) =y + f(x) +yf(z)), para todos =,y € S.

(b) @ é crescente em cada um dos intervalos (—1,0) e (0, 400).

9. (Polonia). Encontre todas as fungoes f : Q% — Q7 satisfazendo, para todo racional
positivo x, as seguintes condigoes:
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(a) f(x+1)=f(x)+ 1.
(b) f(z®) = f(x)*.

10. (IMO). Decida se existe uma funcao f : N — N satisfazendo as condigdes a seguir:

= 2.
(b) f(n) < f(n+1) para todo n € N.
(¢) f(f(n)) = f(n)+ n para todo n € N.
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Dicas e Solugoes

1. Inicialmente, mostre que basta provar que duas func¢bes quaisquer em G comutam
em relagdo & operagao de composigao de fungdes. Para tanto, use os itens (a) e (b),
juntamente com o fato de que a tnica fungdo h € G da forma h(x) = x + a, para
algum a € R, é h = Idg.

2

2. Para o item (a), fazendo g(z) = f(z) + 1

5, mostre que g(z + a) = % —g(x)

que g(z + 2a) = g(z), para todo z € R. Quanto a (b), faca h(z) = 4g(z)* — 1 e
conclua que h(z + 1) = —h(z); em seguida, mostre que h(z) = sen? (Z£) — 3 é uma
possibilidade.

3. Para o item (a), comece fazendo m = 0 na relagao do enunciado para obter f(f(n)) =
f(0)? + n, concluindo, assim, que f é bijetiva. Em seguida, tome k € Z tal que
f(k) = 0 esejal = f(0); entdo temos | = f(0) = f(f(k)) = f(0)>+k = I +F,
ao passo que, fazendo m = k e n = 0 na relacdo do enunciado, temos k? + 1 = k.
Logo, k =1 = 0. Quanto a (b), faga m = 1 e n = 0 na relacdo do enunciado para
obter f(1) = 1; em seguida, deduza que f(f(n)+ 1) = n+ 1 e, a partir dai, que
f(n) = n para todo inteiro nao negativo n. Por fim, estenda o argumento aos inteiros
negativos, mostrando que f(n) = n para todo n € Z.

4. Fazendo z = y = 1, conclua que f(1) = 1. Em seguida, mostre que f(f(zy)) =
2?y? f(zy) = f(f(2)f(y)), obtendo, entdo, que f(zy) = f(z)f(y), para todos x,y € N;
conclua a partir daf, que f(2?) = f(x)? para todo = € N. Por fim, se f(z) < x? para
um certo x € N, escreva f(z)3 = f(23) > f(zf(x)) = 22 f(z)? para obter f(x) > 22,
uma, contradicdo; analogamente, mostre que ndo pode ser f(x) > x2, de sorte que
f(z) = x? para todo x € N.

5. Divida ambos os membros da equagao por x e, em seguida, aplique o TVI.

3

6. Comece observando que a fungdo g : R — R, dada por g(z) = f(z + 1) — f(z) é
continua e, pela condi¢ao do enunciado, transforma todo niimero real num irracional.
Agora, use o TVI, juntamente com o fato de que todo intervalo nao degenerado
contém nudmeros irracionais, para concluir que g é constante; entao, use isto para
mostrar que f(z + 2) — f(z) é sempre irracional. Por fim, mostre que existe zg € R

tal que f(zo) € Q e, daf, que f(zo +2) — f(z0) € Q.

7. Troque = por x — 2 e y por 2 em (a) para concluir que f(z) = 0 para x > 2. Fagca,
agora, * = y = 0 em (a) para obter, a partir de (b), que f(0) = 1. Por fim, para
0 < x < 2, troque y por 2 — x em (a) para concluir que f(x) > ﬁ; por outro lado,
mostre que f (:17 + %) = f(2)f(x) =0 e conclua que f(x) < % para cada um de
tais .

8. Observe inicialmente que, a partir de (b), f tem no maximo um ponto fixo em cada um
dos intervalos (—1,0), (0, +00). Se existir um ponto fixo zg de f tal que —1 < zy < 0,
faga © = y = x¢p em (a) para concluir que x% + 2z também é ponto fixo de f, e dai
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10.

que :E% + 2x¢ = x, 0 que é uma contradicao. Argumente analogamente para concluir
que f nao tem pontos fixos em (0,+00). Por fim, fazendo z = y em (a), conclua que
f(z) = —335 para todo z € S.

. Observe que, por (a), temos f(z + k) = f(z) + k, para todo k € N. Tome, agora,
m,n € N e use que W € N para calcular
m3  (n®+m)® —n?
f 3t 3
n n

de duas maneiras distintas, obtendo a equacao
(a+n?)?3 = a® 4+ (n® + 3n®m + 3m?),
onde a = f (%) Conclua, a partir dai, que f(z) = « para todo = € Q7.

Considere a sequéncia de Fibonacci (F},),>1, dada por F1 =1, Fy =1 e Fy o =
Fyy1 + Fy, para todo inteiro £ > 1. Comece mostrando, por indugao, o teorema
de Zeckendorfl: todo niimero natural pode ser unicamente escrito como soma de
ntmeros de Fibonacci de indices maiores que 1 e nao consecutivos. Voltando ao
problema em questao, observe que, se uma tal f existir, entao f(Fy) = Fiy1 para todo
k € N. Agora, utilize o teorema de Zeckendorff para mostrar que uma possibilidade
para f é definirmos

f(Fll +E2+"'+Ej):Fi1+1+E2+1+"'+Ej+17

para todos 1 <41 <ip < --- < 7; naturais.



