Polos Olimpicos de Treinamento
Curso de Algebra - Nivel 3 Aula |0

Prof. Cicero Thiago / Prof. Marcelo Mendes

Numeros Complexos

Definicao 1

O conjunto dos nimeros complexos, representado por C, consiste de todos os pares orde-
nados (a,b) com a,b € R. Definiremos que (a,b) + (¢,d) = (a +¢,b+d) e (a,b) - (¢,d) =
(ac — bd,ad + bc). Chamaremos de unidade imaginaria o complexo i = (0,1). Usando a
operagao de multiplicagio verificamos que i-i = i2 = (0,1)-(0,1) = (0-0—-1-1,0-1+1-0) =
(—1,0). Vamos fazer um abuso de linguagem matematica e definir que (—1,0) = —1, sendo
assim definiremos os numeros complexos como as expressoes da forma z = a + bi, onde a e

b sdo nimeros reais e i2 = —1, ou seja,

C={z=a+bilabeR,i*=-1}

O numero a é chamado de parte real de z e o nimero b é chamado de parte imaginaria
de z. Com isso, fica facil perceber que se um niimero complexo que tem parte imaginaria
igual a zero serd um numero real.

Dois niimeros complexos sao iguais se, e somente se, eles possuem a mesma parte real e a
mesma parte imaginaria, isto €,

at+bi=c+dicsa=ceb=d.
A soma e o produto de dois nimeros complexos z = a+ bi e w = ¢+ di sao definidos assim:
z+w=(a+c)+(b+d)i e zw= (ac—bd)+ (ad + bc)i.

O nimero complexo Z = a— bi serd chamado de conjugado do ntimero complexo z = a+bi.
E facil perceber que z é um numero real se, e somente se, z = Z. Usaremos o conjugado do

. . 1
numero complexo z = a + bi para poder representar o complexo —:
z

1 1 1 a-—-b a—bi z a —b

2 a+bi atbia—bi al+b? :W:a2+b2+a2+b22'

) . z1 1 -,
A partir do resultado acima faremos — = z7.—, onde 27 e 29 sa40 numeros complexos.
z z9
Vejamos abaixo algumas propriedades as quais deixaremos as provas com o leitor:
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1.
2.z4+w=Z+w
3. Zw =Z.W
4. (3) _——

w w

O valor absoluto, ou médulo de um nimero complexo z = a + bi é definido por:

|z| = Va? +b? = Vz.z.

Vejamos agora algumas propriedades do médulo de um nimero complexo:

L |z] =] —2[=[7]
2. 2.2 = |z|?
3. Z1.ZQ| = |Zl|.|22|
1 1
4. |- =—,2#0
z| 7|
P 2 I
Z9 |22|
6. |21 + 22| < |z1| + |22]
Prova:

Observe que |21+22]2 = (21 + 22) (21 + 22) = (21 + 22) (BT + &) = |21|*+21-F2+ 2120+ 2|2
Por outro lado, z1 - 25 = Z1 - Z3 = 71 - 22, assim:

21-Z2+7Z1-22 =2 Re(z1-22) < 2|21 - 22| = 2|z1] - |22],

portanto, |z + 2|2 < (|21] + |22])? . Finalmente, |21 4 22| < |21] + |22].
7. |21| = |22| < |21 — 22| < [21] + |22l
A demonstracao das outras propriedades fica a cargo do leitor.

Exercicios Resolvidos

1. Resolva a equacdo 23 = 18 + 26i, onde z = = + yi e x,y sdo niimeros inteiros.

Solugao:

(x+yi)? = (x4yi)?(x+yi) = (2% —y?+22yi) (x+yi) = (22 —32y?) + 322y —y3) = 18+26i.
Usando a definigao de igualdade de ntiimeros complexos, obtemos:

. - 3xy? = 18
322y — P = 26

Fazendo y = tx na igualdade 18(3z2y —3) = 26(x3 — 3232), observamos que z #Z 0 e y # 0
implica 18(3t—t%) = 26(1—3t2). A tiltima relagdo é equivalente a (3t—1)(3t2—12t—13) = 0.

A tnica solucgao racional da equagao é t = 3 entao,
r=3, y=1lez=3+1.
2. Prove a identidade

|21 + 22 + |21 — 22 = 2(|21 [ + |22f?)
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para todos os complexos z1 e z9.
Solugao:
Usando 2.7 = |2|2, temos que

21+ 22+ |21 — w2 = (21 + 2)F +3) + (21 — 2)(71 — Z2)
= |Z1|2 + 21.22 + 22.21 + |22|2 + |Zl|2 — 21.22 — 29.21 + |Z2|2
2(|z1)* + |22/?).

. . , ~ 2
3. (Croéacia) No conjunto dos niimeros complexos resolva a equacao (ac2 — a2) —4axr—1 =0,
em que a ¢ um numero real.

Solugao:
(xz—a2)2—4aw—1:0<:>
(x2 +a2)2 — 46?2 —dax —1=0<
(:132 + a2)2 —2azx+1)°?=0%
(:L' + a? —2(1:1:—1) (3: + a? —|—2a3:—|—1) =0%&
{(x—a ][w—ka }:O@
(z—a—-1)(z—a+1)(x4+a—i)(x+a+1i)=0.
r=a+1l,z=a—-1,xr=—-a+itex=—a—:1.
4. (AIME) Sejam wi, wa, ...,w, nimeros complexos. Uma reta L no plano complexo
é chamada de reta média para os pontos wi, ws, ...,w, se L contém pontos (nimeros
complexos) z1, 22, ...,z, tais que
n
Z (Zk — wk) =0.
k=1
Para os numeros wi; = 32 + 170i, wy = —7 4 644, w3 = —9 4+ 2007, wy = 1 + 277 e
ws = —14 + 43i existe uma unica reta média que intersecta o eixo y no ponto (0,3). De-

termine o coeficiente angular desta reta média.

Solugao:
Seja y = mx + b uma reta média para os complexos wy = uyp + ivg, onde up € v, €
k=1, 2,3, ...,n. Assuma que os numeros complexos zp = xp + iyg, onde xj e yi Sao

numeros reais escolhidos sobre a reta y = max + b, assim

n

Z(zk —wg) =0.

k=1

o= uw Y= u

3

Entao
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com yr = mxg + b, 1 <k < n. Consequentemente,

ka :Zyk :Z(mxk—l—b) :mZxk—Fnb: (Zuk)m+nb.

Nesse caso, n =5, b =3, Y up =3 e > v = 504. Segue que 504 = 3m + 15 < m = 163.

5. Se a, b e n sao numeros inteiros e positivos, prove que existem inteiros x e y tais que
n

(a® +b?)" =22 + 42

Solucao:

Seja z = a + bi. Entdo, (a® +b%)" = ([2*)" = [2]*" = (]2|)?. Mas, 2" = x + iy, com z e
y inteiros (pois a e b sdo inteiros). Portanto, (|z|*)? = |z + iy|? = 2% + 2.

6. Seja f : C — C uma funcio tal que f(z)f(iz) = 2% para qualquer z € C. Prove que
f(2) + f(—z) = 0 para qualquer z € C.
Solucao:

Substitua z por iz na igualdade f(z)f(iz) = 2%, entdo f(iz)f(—z) = —2z%. Somando as
duas igualdades temos que f(iz) (f(z) + f(—z)) = 0 entdo f(iz) =0 ou f(z) + f(—z) = 0.
Da igualdade f(z)f(iz) = 2z? deduzimos que f(z) = 0 se, e somente se, z = 0. Se z # 0,
entdo f(iz) # 0 e, com isso, f(z)+ f(—z) =0e, se z =0, entao f(z)+ f(—=z) =2f(0) = 0.
Portanto, f(z) + f(—z) = 0 para qualquer z € C. Um exemplo de funcao que satisfaz

F(2)f(iz) =226 f(2) = (—g +2g> z.

7. Se & é um numero real, prove que todos os nimeros complexos de médulo 1 podem ser
escritos na forma

T+
x—i
Solugao:
vi
bi d
Para comegar seja (a + bi)* = (a — bi) (a + bi) a+bz’ = (a? +b?) 2 , e use o fato que
a—bi ¢
b
a? + b2 = 1. Faca z = (a+bi)? e % =t e R Assim, 2| = [(a+bi)* | =a®+ b2 =1e
y
z:iz,, t e R.
t—1
Definicao 2

Todo niimero complexo z = a + bi pode ser escrito na forma trigonométrica
z=r(cosf +1i-sinh),

onde r = |z] e 6 o angulo (em radianos) que a reta, que liga a origem ao ponto z, forma
com o eixo positivo real. O angulo 6 é chamado de argumento de z.
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Im
———————— z=a+bi =r(cosf+i-sinbh)
r
b
0
a Re

O conjugado do complexo z = a + bi, tem a forma trigonométrica
Z =r(cos(—0) + i - sin(—0)) = r(cosf — i - sinf),

com isso,
Z r(cosf —i-sinf) 1 o
;:W: = :;(cos@—z'smﬂ).

Teorema 1
Seja n um inteiro, r e # niimeros reais, entao

[r(cos 6 +i-sin 0)]" =r" (cos nf +i-sin nd).

Prova:
Vamos provar que a igualdade é véalida para n € N e, em seguida, provemos para n € Z.
Para isso usaremos o principio da inducao finita.

Sen=0=20=1e7r%(cos0+i-sin0) = 1. Vamos admitir a validade da férmula para
n==k—1

Kl =k leos (k= 1) 0+ i - sin (k — 1) 6]
e agora provemos a validade da igualdade para n = k:
K=y =kl fcos (k= 1) 0+ i-sin(k—1)0] - - (cosf +isinf) =

¥ (cos k@ + i -sin k@)
Fica como exercicio provar que a igualdade é valida para n negativo. Para isso, use que

1
z7"=— neN.
Zn

Teorema 2

Seja n um inteiro positivo e z um nimero complexo. Existem n raizes n - ésimas de z, que

880 assim definidas
1 < <9—|—2/<;7T> o <9+2/<;7T>>
w;=rn|cos| —— | +1-s1n | —— .
n n

5
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para k=0,1,2,...,n— 1.
Prova:

Para mostrar este resultado, inicialmente w e z nas respectivas formas trigonométricas, ou
seja,
w=s(cos¢p+i-sing)ez=r(cosh+i-sindh).

com s > 0er >0. Com isso,

z=r(cosf +i-sinf) =w" = s"(cosd+1i-sinp)" = s"(cos nep+i-sin ne),

resultando,
1
s =1rn e ng =0+ 2km, para algum inteiro k.

Com isso, teremos n raizes n - ésimas de z.
Exercicios Resolvidos

\/§> 100

1
01. Calcule | —= +17- —

2 2
Solugao:
1 V3 1\ (v3) 1

Seja z = ~5 +i- ER entdo |z| = <—§> + <7> =1, com isso cosf = —§,sin0 =
v3

5

. . , 2r . . 27
Portanto, a forma trigonométrica sera, z = 1. | cos 3 + 7 -sin 3 )
200 200 2 2 1 3

entdo z'00 = 1100 <COST7T + ¢ - sin Tﬂ> =1. <COS ?ﬂ + ¢ - sin %) =3 + 4 - %
02. As seis solucdes de 2% = —64 sdo escritas na forma a -+ bi, onde a e b sdo niimeros reais.
Qual é o produto das solugoes com a > 07
Solucao:

O teorema 2 implica que as seis raizes sextas de

—64 = 64(cos m + isin)

1 T+ 2k .. [T+ 2k
2, = 645 | cos 6 + 1 - sin 5 ,

para k =0,1,2,3,4 e 5.
Verificando, concluimos que apenas zp = v/3 +1i e z5 = /3 — i, tem a parte real positiva,

sao
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entao zg - 25 = 4.

3 p 27 n 4 n 67 n 1 0
. Prove que cos — 4 cos — + cos — + = = 0.
a 7 7 7 "3
Solucao:
. _ . - z2+z . .
Se z = cosf +i-sinf e Z = cosf —i-sinf. Entao, cosf = 5 Assim, seja z =

2r . . 2w - 7
Cos ra + 4 -sin —, entao z' = 1. Portanto,

7
SRR A R AP S B OPUS B S S
o\FTZ)T\F T 2) T \F s T T

Multiplicando tudo por 222 e organizando as parcelas, temos:

A+ 2422 4241=0

ou seja,
7
2z =1
=0.
z—1
4. (OPM) As rafzes quintas do niimero 1 sdo as solucdes da equagao z° — 1 = 0. Uma

3 } 2r . . 2w
dessas raizes é € = cos = + 4 -sin =
a) Dé as demais solugoes da equagao em funcao de e.

b) Calcule a soma dos cubos das 5 raizes.
c) Calcule a soma das décimas poténcias das 5 raizes.
d) Generalize, se possivel, os resultados anteriores para as n raizes n - ésimas de 1.

Solugao:
2k 2km
a) As solugoes da equacao sao: cos & + 7 - sin 5 k=1, 2, 3, 4, 5 e sao, respectiva-

mente, iguais a €, €2, €3, e* e € = 1.

b) S=e+e +e +e?+e®=e+e+ e+ €2+ 1 =0 pois a soma das cinco rafzes é o
coeficiente de z* na equacdo dada.

) e+ e 4V 4 el e =14+14+1+1+1=5.

d) A soma das poténcias k das n raizes n - ésimas da unidade é igual a 0 se k nao divide
n e é igual a n, se k divide n.

Demonstragao:

Tomando - se uma raiz primitiva z da unidade podemos escrever todas as raizes n -
ésimas como poténcias de z: z!, 22, 23, ...,2". Logo as poténcias de grau k serdo:
2k 22k Bk 2k

Supondo que k nao divide n, z¥ # 1. Nesse caso a soma das poténcias k das n raizes serd
dada por:

g 2F (zk" — 1)
FTTTR T

7
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Como 2" =1, zF" =1e S, = 0.
Se k é multiplo de n, as poténcias de z: zF, 22k 23k . 27k serdo todas iguais a 1. Logo a
soma serd Sy =14+1+...+1=n.

5. Seja f(z) = cosx + i - sinzx.

(a) Prove que f(0) =1e f(z)f(y) = f(z + y) para quaisquer x e y reais.

(b) Suponha que a funcao g satisfaz g(0) = 1 e g(x)g(y) = g(x + y) para quaisquer x e y
reais. Prove que essa funcao satisfaz:

(i) g(x) # 0 para todo z.
g(z) : :
ii = = para quaisquer z e y reais.
(t) gl ) 9(y)
(iii) [g(x)]" = g(nx) para quaisquer x e y reais e n inteiro positivo.
1
iv = —.
() g(-a) = o
(c) Dé exemplo de uma fungao g tal que g(0) = 1 e que satisfaz g(z)g(y) = g(x + y) para

qualsquer rey reais.

Solucao:
(a) Temos que f(0) =cos0+i-sin0 =1+ 0i = 1. Além disso,
f(z)f(y) = (cosx +i-sinx) (cosy + i - siny)
=cosxcosy —sinzsiny + i - (sinz cosy + cos x siny)
=cos(z+y)+i-sin(x+y)
flz+y)

(b) Fazendo y = —z em g(z)g(y) = g(z +y) temos que g(z)g(—z) = g(0) = 1 para todo z.
Portanto, ndo podemos ter g(z) = 0 para algum z, assim g(z)g(—z) # 0.

Como g(z)g(y) = g(x + y), dividindo ambos os lados por g(y) temos que g(z) = w
g\y
Fazendo x + y =, temos que x = z — y, ou seja, g(z — y) = %, o que a prova (ii). A
Y

identidade [g(z)]" = g(nz) é uma consequéncia imediata de g(z)g(y) = g(x + y). Vamos
usar indugdo para provar. Veja que [g(z)]' = g(z) e se [¢(x)]* = g(kz) para algum inteiro
positivo k, entao

[9(2))"* = g(2) [9(2)]* = g(x)g(kz) = g(z + kz) = g((k + 1)z).

Isto mostra que se [g(z)]" = g(nx) ocorre para n = k, entao ocorre também para n = k+1.
1
Além disso, se g(0) =1e 9(x) = g(z — y), fazendo z = 0 temos que —— = g(—y).
9(y) 9(y)
(c) Um exemplo de funcio que satisfaz todas as propriedades é g(x) = 2Y, pois g(0) = 2° =1
e

g(z)g(y) =27 - 2Y =277V = g(x +y).
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Isto nos motiva a fazer a seguinte definigdo (néo serd exibida a prova desta afirmacao neste
material):

Para todo x real, temos que
e’ =cosx +1i-sinz.

Fazendo = = 7, na igualdade acima, encontramos uma maravilhosa igualdade
e +1=0.

Nas aulas 8 e 9 estudaremos varias aplicacoes das raizes da unidade. Deixaremos
a abordagem geométrica dos niimeros complexos para a aula 21 de Geometria.

Exercicios propostos

- A1tz .
1. Prove que se |z1| = |22] =1 e z122 # —1, entdo 1o 215, & Wm mimero real.
2122

2. Seja z € C* tal que

1
z—l——‘§2.
z

1
23+ —3‘ < 2. Prove que
z

3. Ache todos os nimeros complexos z tais que
|zl =1e|z2 +72| = 1.
o0
4. Seja z;, =37 +27%, k=0,1,2,.... Calcule Z 2k
k=0

5. Seja z; = ap+iby, k = 1,2, onde ag, by € R. Se z; = 329 e z; = (1+2i)*. Ache as e by.
6. Seja z =x + yi. Se |z — 6] =5 e |z| =5, ache todos os possiveis valores de z e y.

7. Ache todos os nimeros complexos z tais que

(Bz+1)(4z+1)(6z +1)(12z2+ 1) = 2.

8. Resolva o sistema de equacoes:
3r—y
2 +y?

r+3y
Y 21y
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(OCM) Sejam a e z nimeros complexos tais que |a| < 1 e @z # 1. Mostre que se
zZ—a

‘ < 1 entao |z] < 1.

1—az

(OCM) Uma lista de nimeros complexos distintos z1, 22, ..., 2, é um ciclo de com-
primento n para uma funcao f: C — C se 23 = f(21), 23 = f(22), -+, 2n = f(2n-1)
e 21 = f(zn). Seja f(z) = 22 +2003 e 21, 2o, ..., 22003 um ciclo de comprimento

2003. Calcule
2003

[T (7o) + 20,

i=1

onde o simbolo [] indica o produto.

Sejam 21, zz € C niimeros complexos tais que |21 + 22| = V3 e |21]| = |22| = 1. Calcule
|21 — 22

(Putnam) Prove que se 1120 + 10i2° + 10iz — 11 = 0, entdo |z| = 1.

Seja z um numero complexo tal que z € C —R e

142+ 22

—— € R.
1—2z422

Prove que |z| = 1.

(Espanha) Resolva o sistema se equagoes no conjunto dos niimeros complexos:

|z1] = |22| = [23] = 1,
Z21 4+ 29+ 23 =1,

Z12923 = 1.

Ache todos os nimeros complexos z tais que |z| =1 e

Ache todos os pares ordenados (a,b) de niimeros reais tais que (a + bi)2°9? = a — bi.

Prove que

T + 3 + 5% + 7T + I
cos 11 cos 11 cos 11 cos 11 CoS 1= 3

10
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18. Sejam a, b, ¢ nimeros reais tais que

cosa + cosb+ cosc =sina + sinb + sinc = 0.

Prove que

cos 2a + cos 2b + cos 2¢ = sin 2a + sin 2b + sin 2¢ = 0.

19. Prove que

s n 3T + 5 1
COS — + COS — + CoS — = —.
7 7 7 2

20. Prove que

2 4 8 7
Sing—l—sin—w—l—sin—w:%.

7 7

21. Sejam a, b, ¢ ntmeros reais tais que

cosa + cosb+ cosc =sina + sinb + sinc = 0.

Prove que

1
cos (a + b+ ¢) = =(cos 3a + cos 3b + cos 3¢),
3

1
sin(a+b+c) = g(sin?)a + sin 3b + sin 3c).

. . . . . ~ 1
22. (Croécia) Determine os valores minimo e méximo, caso existam, da expressao |z — —|,
z

em que z é um nimero complexo tal que |z| = 2.

23. (OCM) Determinar todos os subconjuntos S dos nimeros complexos que satisfazem
aos seguintes requisitos:
1. Sex, y € S, entao zy € S.
2. S possui 2002 elementos.

3—iv3

, 8
24. (Mandelbrot) O nimero complexo <3+272\/§> + ( 5

Qual?

8
) ¢ um numero inteiro.

25. (Mandelbrot) Se w'®7 =1 e w # 1, entdo determine o valor de

1 1 1
tw " T1a2 T Ty amm

11



POT 2012 - Algebra - Nivel 3 - Aula 5 - Prof. Marcelo Mendes/ Prof. Cicero
Thiago

26.

27.

28.

29.

30.

31.

(Romeénia) Resolva em C, o conjunto dos nimeros complexos, as seguintes equagoes:
a) |[z—a|l+|z—b=b—a.
b) |z|+ |z =1+ |z —2|+ |z — 3] =4.

(AIME) Seja F(z) = Z——H para qualquer complexo z # i, e seja z, = F(z,—1) para
z—1

oL . 1 . . .
todo inteiro positivo n. Dado que zy = a7 + 1 e 29002 = a + bi, em que a e b sdo

numeros reais, determine a + b.

(AIME) Para quantos inteiros positivos n menores ou iguais a 1000
(sint +i-cost)" = sinnt + i - cosnt

para todo real t?

(AIME) Uma fungao f é definida no conjunto dos nimeros complexos por f(z) =
(a + bi) z em que a e b s@o nimeros positivos. Esta funcao tem a propriedade de que
a imagem de cada ponto no plano complexo é equidistante do ponto e da origem.

Dado que |a + bi| = 8 e b> = —, em que m e n sdo inteiros positivos primos entre si.
n
Determine m + n.

(Crodcia) Determine todos os inteiros a, b e ¢ que satisfazem a igualdade (a + bi)® —
1077 = ¢, onde ¢ = v/—1 é a unidade imaginéria.

14
(Croécia) Calcule <1 + cos g + i -sin 677T> .

Sugestoes / Solugoes

1

[\)

S

.Useque ze R 2 =72.

3
1 1
. Faga a = |z + —|, desenvolva <z + —> e use a desigualdade triangular.
z z
. Use que z-Z = |2|%.
. Use progressoes geométricas.

. Perceba que

8(32+1)6(4z+1)4(62z+1)2 (122 + 1) = 768,
& (247 +8) (242 + 6) (242 + 4) (242 + 2) = T68.

12
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2

Faca u = 24245 e w = u* assim,

(u+3)(u+1)(u—1)(u—3) =768,
(u* —1) (u*> —9) =768,
w? — 10w — 759 = 0,
(w — 33) (w + 23) = 0.
+v33 -5 o +/23i — 5

P =—
ortanto, z 21 z 21

8. Multiplicando a segunda equacao por i e adicionando a primeira equagao, temos:

ot yim Bx—y)— (x+3y)i PR
x2 + y?

- 3@ —yi) iz —yi)
_ =3
T+ Y+ FER PR

Seja z = x + yi. Entao,

I xz—uy
2 a2y
A dltima equagao é equivalente a
3—1
z+ =3&
z
3+vV-3+4i 3+ (1+2i)
z = =
2 2 ’

assim, (z,y) = (2,1) ou (z,y) = (1,-1)

9.Useofat0que|z_a_|2= z—a_ z—a_ .
1—az 1—az 1—az

10. Usando a lei de formagao da funcao conseguimos a seguinte relagao zi2 —ziz_l = Zit1—2;.

11. Useque z e R & 2 =Z.

11 — 10:2

13. Faca 29 = — "%
3. Faga 2% = 9——=5; ¢

z=a+ bi.
14. Useque z e R & 2 =7Z.

16. Seja z = a+ bi, Z = a — bi, e |z| = Va2 + b2 Temos que 2292 = z. Note que
22092 = |22092] = |z| = |2], segue que |z| (|2[**®* — 1) = 0. Entdo |z| = 0 ou |z| = 1. Se
|z| = 0 teremos apenas uma solucdo z = 0. No caso em que |z| = 1, nés temos 22902 = 7,

que é equivalente a 2209 = 7.2 = |2|? = 1. A equacdo 22°%3 = 1 tem 2003 solugoes distintas.
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Z+7z
Nos problema 18 e 20 use que se z = cos 0+i-sinf e Z = cos —i-sin §. Entao, cosf = —; .
Nos problemas 19, 21 e 22 use que se z = cosf + ¢ -sinfl e Z = cosf — i - sinf. Entao,
zZ+Z . Z—Z
cosf = esing = —
24

22. Faca z = a + bi. Assim,
4 =|z)? = a® + %

Portanto, |

!z—%\z!aﬂz‘—ﬁ\:\aﬁi_%,z
|a+bi_a;bi|2:|2a+gbi|2

%QQJF%JQZ%(4—52)+%b222+b2.

1 9 -
Assim, o menor valor de |z — =|2 é 1 que é obtido quando b = 0. Entao, o menor valor de
z
1,,3 .
|z ——| é 3" Observe que a? = 4 < a = +2. Por outro lado, se a? + b? = 4, 0 maximo de
z

1 9
b% é 4. Entdo, o maximo valor de |z — ~|? é 2 + 4 e é obtido quando b? = 4 < b = +2.
z

1
Entao, o maior valor de |z — —| é 5 para b = +2. Observe que nesse caso a’> =0 < a = 0.
z

3 +i\/§> (3 —iV3
ST ) ep= [ 22V7

2 2
C®+ D8 = (C*+ D4)2 —2(CD)*. Faca o mesmo com C* + D%,

24. Faca C' = < ) E f4cil ver que C+D =3e CD = 3, entao

25. Calcule 1 1 1

— o F=1 2, 998,

26. a) A interpretacao geométrica da distancia no plano complexo e a desigualdade trian-
gular mostram que z é um ponto sobre o segmento |[a, b].

b) Usando os argumentos do item (a) temos:

* |z| + ]z — 3] > |z — 2z + 3] = 3, com igualdade acontecendo se, e somente se, z é um
numero real e 0 < z < 3.

* |z — 1|+ |z —2| > ]z —1—2z+2| =1, com igualdade acontecendo se, e somente se, z é
real e 1 < z < 2. Adicionando as desigualdades obtemos |z| 4+ |z — 1|+ |z — 2|+ |z — 3] =4
se, e somente se, z é um numero real e 1 < z < 2.

z41 .
4+ . . . . .
_z—i  _ztiteiz4+e 149 z4+1 0 240 .
27. F(F(z))_Z+i_i_z+i—iz—z’_1—i 1" Z_Z,.Agora,efacﬂverque
z—1

F(F(F(2))) = 2z, o que mostra que z, = z,—3, Vn > 3. Em particular, 29002 = 22002—667-3 =
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1
-+ 2
2 = % = 1+ 274i. Portanto, a + b = 275.
137
28. Note que

3

n
(sint +i-cost)" = sinnt + i - cosnt = [COS <— —t) +1-sin <% —t)] =

cosn(%—t>+i-nsin<§—t):
(5 ) i )

cos|— —n i-8in | — —nt).
2 2

[\

=)

e que
sinnt + ¢ - cosnt = cos (g — nt) 4+ - sin (g — nt) .
o, ) nmw T . /nw LT
Tal condicao é equivalente a cos <7 — nt) = cos (5 — nt) e sin <7 — nt) = sin (5 — nt),
n
entdo X — nt — g + nt = 2wk o que implica que n = 4k + 1. Como 1 < n < 1000 entao

0 < k <249, ou seja, existem 250 valores de n que satisfazem a igualdade.

29. Como (a + bi) z é equidistante de z e 0, entdo | (a + bi) z — z| = | (a + bi) z|. Assim,
1
la — 1+ bi| = |a + bi|, ou seja, (a —1)% + b2 = a2 + b2. Portanto, a = 7 Sabemos que

255
|a + bi| = 8, entdao b = - Finalmente, m + n = 259.

30. (a+bi)* —107i = ¢ < a® — 3ab® + (3a%b — b* — 107) i = c. Comparando as partes
reais e imagindrias temos que a® — 3ab® = ¢ e 3a?b — b3 — 107 = 0. A segunda equacdo é
equivalente a (3a2b — b2) b = 107. Mas 107 é um numero primo e a e b inteiros positivos,
segue que:

3a®b— b2 =107, b=1

ou

3a?b—b* =1, b=107.

No primeiro caso teremos a = 6 enquanto que no segundo caso nao encontraremos um valor
inteiro para a. Portanto, ¢ = 198.

6
31. Temos que 1 + cosg = 2 cos? % e sin 77T = sing = 2sin % cos % Entao,

14 7T+, . 6m 9 27r< 7r+, . 7r>
— -sin — = — — +i-sin— ).
€08 o + i+ 8in — cos” 77 (oS 4 sin

Finalmente,

14 14
1+cosz—|—i-sin6—ﬂ :<200521<cosl—|—i'sinl))
7 7 14 14 14
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014 1)14( 1 1)14
=2 ((30514 cosl4+z sm14

14
=2l <cos %) (cosm+1-sinm)

T\ 14
= COS 14
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