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Aula 6

Miscelânea sobre ráızes de polinômios I

Definição 1
Um polinômio na variável x é uma expressão que pode ser escrita na forma

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

onde n ∈ N e ai (i = 0, 1, . . . , n), chamados coeficientes, são números em algum dos
conjuntos (Z,Q,R,C). O número n será chamado de grau do polinômio. Chamamos de
coeficiente ĺıder o coeficiente do termo de maior grau, nesse caso an, e chamamos de termo

independente o coeficiente a0. Um polinômio com todos os coeficientes iguais a zero é
chamado de polinômio nulo. Um polinômio com coeficiente ĺıder igual a 1 é chamado de
polinômio mônico.

Definição 2
Seja c um número, o número P (c) = anc

n + an−1c
n−1 + . . .+ a1c+ a0 é chamado de valor

do polinômio aplicado ao número c. Se P (c) = 0, dizemos que c é um zero ou raiz do
polinômio P (x).

Definição 3
Dados dois polinômios P (x) e M(x) 6= 0 , dividir P (x) por M(x) é determinar dois outros
polinômios Q(x) e R(x) de modo que se verifiquem as duas condições seguintes:
(a) P (x) = M(x) ·Q(x) +R(x).
(b) O grau de R(x) é menor que o grau deM(x) ou R(x) = 0, caso em que a divisão é exata.

Teorema 1. Seja P (x) um polinômio tal que x− a é um fator de P (x), então P (a) = 0.
Demonstração. Se x − a é um fator de P (x), então P (x) = (x − a) · Q(x) para algum
polinômio Q(x). Fazendo x = a temos que P (a) = (a− a) ·Q(a) = 0 ·Q(a) = 0, então a é
uma raiz de P (x).

Teorema 2. Seja P (x) um polinômio tal que P (a) = 0, então x− a é um fator de P (x).
Demonstração. Se a é uma raiz de P (x), então P (a) = 0. Pelo algoritmo da divisão,
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temos que o resto quando P (x) é dividido por x− a é P (a). Como P (a) = 0 então o resto
é zero. Isto mostra que x− a é um fator de P (x).

Dispositivo de Briot - Ruffini
Dados os polinômios P (x) = anx

n + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0, an 6= 0 e M(x) = x − a.

Nosso desejo é determinar o quociente Q(x) e o resto R(x) da divisão de P (x) por M(x).
Seja Q(x) = qn−1x

n−1 + qn−2x
n−2 + . . .+ q0, então:

(qn−1x
n−1 + qn−2x

n−2 + . . .+ q0) · (x− a) =

qn−1x
n + qn−2x

n−1 + . . .+ q0x− aqn−1x
n−1 − aqn−2x

n−2 − . . . − aq1x− aq0 =

qn−1x
n + (qn−2 − aqn−1)x

n−1 + . . .+ (q0 − aq1)x− aq0

Fazendo P (x) = Q(x) · (x− a) +R(x), temos:

qn−1 = an

qn−2 − aqn−1 = an−1 ⇒ qn−2 = aqn−1 + an−1

...

q0 − aq1 = a1 ⇒ q0 = aq1 + a1

R(x)− aq0 = a0 ⇒ R(x) = aq0 + a0

Exemplo
Vamos achar o quociente e o resto da divisão de P (x) = 2x4−7x2+3x−1 porM(x) = x−3.
Para isso usaremos o dispositivo de Briot - Ruffini:

3 2 0 −7 3 −1

2 2 · 3 + 0 6 · 3− 7 11 · 3 + 3 36 · 3− 1

3 2 0 −7 3 −1

2 6 11 36 107

Portanto, Q(x) = 2x3 + 6x2 + 11x+ 36 e R(x) = 107.

Teorema 3. (Teorema Fundamental da Álgebra) Todo polinômio P (x) de grau n ≥ 1
possui ao menos uma raiz complexa.
Uma demonstração desse teorema pode ser encontrada em [1].

Teorema 4. Seja P (x) = anx
n+an−1x

n−1+ . . .+a1x+a0 um polinômio de grau n (n ≥ 1)
e an 6= 0, então

P (x) = an(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn),

em que x1, x2, . . . , xn são as ráızes de P (x).
Para a demonstração desse teorema use os teoremas 2 e 3.
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Teorema 5. Se o polinômio

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

de grau n, possui n + 1 ráızes, então este polinômio é identicamente igual a 0, ou seja,
an = an−1 = . . . = a0 = 0.
Demonstração. Vamos demonstrar usando indução sobre n. Para n = 1, a prova é
imediata. Vamos provar que se a afirmação é verdadeira para n − 1, então também será
verdadeira para n. Seja x0, x1, . . . , xn são ráızes de P então

P (x) = (x− xn)Q(x),

com o polinômio Q(x) tendo grau n−1 e n ráızes distintas x0, x1, . . . , xn−1. Pela indução,
Q(x) é identicamente nulo. Segue que P (x) é também nulo.

Teorema 6. (Ráızes Irracionais) Seja ti = bi + ci
√
d e ti = bi − ci

√
d , em que bi, ci e d

são números racionais e
√
d é irracional. Então,

(a) t1 + t2 = t1 + t2.

(b) t1 · t2 = t1 · t2.
(c) se P (x) é um polinômio com coeficientes racionais tais que t1 é uma raiz de P (x), então
t1 é também uma raiz.

Demonstração. (a) Temos que t1+ t2 = (b1+c1
√
d)+(b2+c2

√
d) = (b1+b2)+(c1+c2)

√
d,

então t1 + t2 = (b1 + b2) − (c1 + c2)
√
d. Por outro lado, t1 = b1 − c1

√
d e t2 = b2 − c2

√
d,

portanto t1 + t2 = t1 + t2.

(b) Temos que

t1 · t2 = (b1 + c1
√
d)(b2 + c2

√
d) =

(b1b2 + c1c2d) + (b1c2 + b2c1)
√
d =

(b1b2 + c1c2d)− (b1c2 + b2c1)
√
d.

Além disso, t1 · t2 = (b1 − c1
√
d)(b2 − c2

√
d) = (b1b2 + c1c2d)− (b1c2 + b2c1)

√
d. Portanto,

t1 · t2 = t1 · t2.

(c) Seja P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0. Aplicando (a) e (b), temos que:

P (t1) = an(t1)
n + an−1(t1)

n−1 + . . . + a1(t1) + a0

= an(t1)n + an−1(t1)n−1 + . . .+ a1(t1) + a0

= ant
n
1
+ an−1t

n−1
1

+ . . .+ a1t1 + a0

= P (t1) = 0 = 0,

pois t1 é uma raiz de P (x).
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Teorema 7. (Ráızes Racionais) Se P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 é um

polinômio com coeficientes inteiros, tal que
p

q
é uma raiz, com p e q inteiros, q 6= 0 e

mdc(p, q) = 1, então p|a0 e q|an.

Demonstração. Se
p

q
é uma raiz de P (x), então

an ·
(
p

q

)n

+ an−1 ·
(
p

q

)n−1

+ . . . + a1 ·
p

q
+ a0 = 0 ⇔

an · p
n

qn
+ an−1 ·

pn−1

qn−1
+ . . . + a1 ·

p

q
+ a0 = 0 ⇔

anp
n + an−1p

n−1q + an−2p
n−2q2 + . . .+ a1pq

n−1 + a0q
n = 0 ⇔

anp
n = −q[an−1p

n−1 + an−2p
n−2q + . . .+ a1pq

n−2 + a0q
n−1] ⇒

p|a0
pois mdc(p, q) = 1.

De maneira análoga, é fácil provar que q|an.

Teorema 8. (Ráızes Complexas) Se P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 é um
polinômio com coeficientes reais tal que z = a+ bi é uma raiz, com a e b reais, b 6= 0, então
z = a− bi é também uma raiz.

Demonstração. Se z é uma raiz de P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0, então
P (z) = 0. Assim,

P (z) = an(z)
n + an−1(z)

n−1 + . . . + a1(z) + a0 =

anzn + an−1zn−1 + . . . + a1z + a0 =

an · zn + an−1 · zn−1 + . . .+ a1 · z + a0 =

anzn + an−1zn−1 + . . . + a1z + a0 =

anzn + an−1zn−1 + . . . + a1z + a0 =

P (z) = 0 = 0.

Teorema 9. (Relações de Girard) Seja P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x+ a0 um
polinômio e x1, x2, . . . , xn suas ráızes (reais ou complexas). Então:

x1 + x2 + . . .+ xn = −an−1

an
,

x1x2 + x1x3 + . . .+ xn−1xn =
an−2

an

4
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x1x2x3 + x1x2x4 + . . .+ xn−2xn−1xn = −an−3

an
...

x1x2 . . . xn = (−1)n
a0

an

Exerćıcios Resolvidos

1. (Torneio as Cidades) Prove que se a, b e c são números inteiros e as somas
a

b
+

b

c
+

c

a

e
a

c
+

c

b
+

b

a
são também inteiros, então |a| = |b| = |c|.

Solução. Seja

p =
a

b
+

b

c
+

c

a
e

q =
a

c
+

c

b
+

b

a
.

As ráızes de x3−px2+qx−1 = 0 são
a

b
,
b

c
e
c

a
. Como os coeficientes são inteiros e as

ráızes racionais, os únicos psśıveis valores para as ráızes são ±1. Então |a| = |b| = |c|.

2. (OCM) Sejam a, b, c e d as ráızes (nos complexos) do polinômio x4 + 6x2 + 4x+ 2.
Encontre um polinômio p(x), do quarto grau, que tenha como ráızes a2, b2, c2 e d2.

Solução. Seja Q(x) = x4 + 6x2 + 4x + 2 = (x − a)(x − b)(x − c)(x − d). Queremos
encontrar

P (x) = (x− a2)(x− b2)(x− c2)(x− d2).

Fazendo x = y2,

P (y2) = (y2 − a2)(y2 − b2)(y2 − c2)(y2 − d2)

= (y + a)(y − a)(y + b)(y − b)(y + c)(y − c)(y + d)(y − d)

[(y − a)(y − b)(y − c)(y − d)][(y + a)(y + b)(y + c)(y + d)]

Q(y)Q(−y).

Assim,
P (y2) = (y4 + 6y2 + 4y + 2)(y4 + 6y2 − 4y + 2)

= (y4 + 6y2 + 2)2 − (4y2)2

y8 + 12y6 + 40y4 + 8y2 + 4.

Voltando para a variável x pela substituição y2 = x, temos:

P (x) = x4 + 12x3 + 40x2 + 8x+ 4.

5
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3. (Torneio das Cidades) Sabendo que a equação

x4 + ax3 + 2x2 + bx+ 1 = 0

possui uma raiz real, prove que
a2 + b2 ≥ 8.

Solução. Temos que

x4 + ax3 + 2x2 + bx+ 1 = (x2 + px+ q)(x2 + sx+ t) (1)

em que p, q, s, t são reais. Como, pelo menos uma das ráızes são reais, iremos
assumir que ela é raiz de x2 + sx+ t, então:

s2 ≥ 4t.

Igualando os coeficientes em (1), temos:

a = p+ s;

2 = q + t+ ps;

b = pt+ qs;

1 = qt.

Portanto,
a2 + b2 = p2 + q2 + 2ps+ p2t2 + q2s2 + 2ptqs

= p2(1 + t2) + s2(1 + q2) + 4ps

≥ p2(1 + t2) + 4(t+ q + ps)

≥ 8.

4. (Bulgária) Os comprimentos das alturas do ∆ABC são soluções da equação cúbica

x3 + kx2 + lx+m = 0.

Determine o raio do ćırculo inscrito no ∆ABC.

(a)
k

m
(b) − l

k
(c) − l

m
(d)

m

k
(e) −m

l
Solução. (C) Temos que

1

r
=

p

S
=

a

2S
+

b

2S
+

c

2S
=

1

ha
+

1

hb
+

1

hc
.

Usando as Relações de Girard, temos:

1

ha
+

1

hb
+

1

hc
=

hbhc + hahc + hahb

hahbhc
=

l

−m
= − l

m
.

6
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5. (Bulgária) Determine o número de ráızes reais da equação

x1994 − x2 + 1 = 0.

(a) 0 (b) 2 (c) 4 (d) 1994

Solução. (A) Se |x| < 1 então 1− x2 > 0 e x1994 ≥ 0 o que implica

x1994 − x2 + 1 > 0.

Se |x| ≥ 1 então x1994 − x2 = x2(x1992 − 1) e, com isso,

x1994 − x2 + 1 > 0,

portanto a equação não possui ráızes reais.

6. (IMTS) Seja f(x) = x4 +17x3 +80x2 +203x+125. Determine o polinômio, g(x), de
menor grau posśıvel, tal que f(3±

√
3) = g(3 ±

√
3) e f(5±

√
5) = g(5 ±

√
5).

Solução. Seja g(x) o polinômio que desejamos encontrar e h(x) um polinômio tal
que h(x) = f(x)− g(x). Com isso h(3±

√
3) = 0 e h(5±

√
5) = 0. Portanto,

f(x)− g(x) = h(x) = a(x)(x− 3−
√
3)(x− 3 +

√
3)(x− 5−

√
5)(x− 5 +

√
5) ⇔

f(x)− g(x) = h(x) = a(x)(x4 − 16x3 + 86x2 − 180x+ 120) ⇔
g(x) = f(x)− a(x)(x4 − 16x3 + 86x2 − 180x+ 120) ⇔

g(x) = x4 + 17x3 + 80x2 + 203x+ 125 − a(x)(x4 − 16x3 + 86x2 − 180x + 120).

Finalmente, g(x) terá grau menor que 4 se, e somente se, a(x) ≡ 1. Nesse caso
g(x) = 33x3 − 6x2 + 383x + 5.

7. (Austrália) Seja P (x) um polinômio cúbico com ráızes r1, r2 e r3. Suponha que

P

(
1

2

)

+ P

(

−1

2

)

P (0)
= 1000.

Determine o valor de
1

r1r2
+

1

r2r3
+

1

r1r3
.

Solução. Seja P (x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0. Pela relações de Girard, temos que

r1 + r2 + r3 = −a2

a3
e r1r2r3 = −a0

a3
. Assim,

7
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1

r1r2
+

1

r2r3
+

1

r1r3
=

r1 + r2 + r3

r1r2r3
=

a2

a0
.

Mas,

P

(
1

2

)

=
a3

8
+

a2

4
+

a1

2
+ a0,

e

P

(

−1

2

)

= −a3

8
+

a2

4
− a1

2
+ a0.

Portanto, 1000 =

P

(
1

2

)

+ P

(

−1

2

)

P (0)
=

a2

2
+ 2a0

a0
=

a2

2a0
+ 2.

Finalmente,
1

r1r2
+

1

r2r3
+

1

r1r3
=

a2

a0
= 2(1000 − 2) = 1996.

8. (Austrália) Determine todos os polinômios f com coeficientes reais tais que

(x− 27)f(3x) = 27(x− 1)f(x)

para todo número real x.

Solução. Considere a equação

(x− 27)f(3x) = 27(x − 1)f(x) (1)

Se x = 27 temos que 0 = 0 · f(81) = 27 · 26 · f(27), então f(27) = 0. De maneira
análoga, se x = 1 temos que 0 = 27 · 0 · f(1) = −26 · f(3) então f(3) = 0.

Com isso, f(x) = (x − 3)(x − 27)q(x). Substituindo esse resultado encontrado na
equação inicial temos que

(x− 27)(3x − 3)(3x − 27)q(3x) = 27(x− 1)(x− 3)(x − 27)q(x).

Para x 6= 1, 27 temos que

(x− 9)q(3x) = 3(x− 3)q(x). (2)

Agora, se x = 3 temos que 0 = 3 · 0 · q(3) = −6q(9), ou seja, q(9) = 0, assim
q(x) = (x− 9)g(x) que substituiremos na equação (2) obtendo

(x− 9)(3x − 9)g(3x) = 3(x− 3)(x− 9)g(x),

8
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que para x 6= 1, 3, 9, 27 resulta g(3x) = g(x).

Em particular, se x = 2 então g(2) = g(6) = g(18) = . . . = g(2 · 3k), ∀k. Assim,
g(x) = g(2) possui infinitas ráızes, o que é imposśıvel, ou g(x) é uma constante, di-
gamos g(x) = a.
Finalmente, q(x) = a(x− 9) e f(x) = a(x− 3)(x− 9)(x − 27), a ∈ R.

9. (Austrália) Prove que o polinômio 4x8− 2x7+x6− 3x4+x2−x+1 não possui ráızes
reais.

Solução. Temos que

P (x) = 4x8 − 2x7 + x6 − 3x4 + x2 − x+ 1 ⇔

P (x) = 3 ·
(

x4 − 1

2

)2

+
[
x3 (x− 1)

]2
+

(

x− 1

2

)2

.

Portanto, P (x) é uma soma de quadrados. Para que P (x) = 0 todos os quadrados

precisam ser iguais a zero, assim teremos que as duas igualdades x = ± 4

√

1

2
e x =

1

2
devem acontecer simultaneamente, absurdo. Finalmente, P (x) não possui ráızes reais.

10. (AIME) Sejam a, b, c e d números reais tais que a equação x4+ax3+bx2+cx+d = 0
possui quatro ráızes não reais. O produto de duas dessas quatro ráızes é 13 + i e a
soma das outras duas é 3 + 4i em que i =

√
−1. Determine b.

Solução. Sejam r1, r2, r3 e r4 as ráızes. Se r1r2 = 13 + i e r3 + r4 = 3 + 4i. Como
o polinômio possui coeficientes reais e nenhuma das ráızes são reais, então r3 = r1 e
r4 = r2. Segue que r3r4 = r1r2 = 13 + i e r1 + r2 = r3 + r4 = 3 − 4i. Com isso, o
polinômio será

[x2 − (3− 4i)x+ (13 + i)][x2 − (3 + 4i)x+ (13 + i)]

= x4 − 6x3 + 51x2 − 70x+ 170.

Em particular, b = 51 = (13 + i) + (3− 4i)(3 + 4i) + (13− i).

Exerćıcios propostos

1. (Espanha) Sejam a, b, c números reais. Prove que se x3 + ax2 + bx + c possui três
ráızes reais, então 3b ≤ a2.

9
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2. (Espanha) Dado o polinômio p(x) = x3 +Bx2+Cx+D, prove que se o quadrado de
uma de suas ráızes é igual ao produto das outras duas, então B3D = C3.

3. Seja f(x) um polinômio de grau n, n > 1, com coeficientes inteiros e n ráızes reais,
nem todas iguais, no intervalo (0, 1). Prove que se a é o coeficiente ĺıder de f(x),
então

|a| ≥ 2n + 1.

4. (Czech and Slovak) Seja a e b números reais. Prove que se a equação

x4 − 4x3 + 4x2 + ax+ b = 0

possui duas ráızes reais distintas tais que a soma é igual ao produto, então a equação
não possui outras ráızes reais e, além disso, a+ b > 0.

5. (Canadá) O polinômio

P (x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + . . .+ an−1x+ an

com coeficientes inteiros a1, a2, . . . , an, é tal que existem quatro inteiros distintos
a, b, c, d tais que

P (a) = P (b) = P (c) = P (d) = 5,

mostre que não existe um inteiro k tal que P (k) = 8.

6. Sejam a e b duas ráızes do polinômio x4 + x3 − 1. Prove que ab é uma raiz do po-
linômio x6 + x4 + x3 − x2 − 1.

7. (Romênia) Sejam a, b, c, a 6= 0, tais que a e 4a+3b+2c têm o mesmo sinal. Mostre
que a equação ax2 + bx+ c = 0 não pode ter duas ráızes no intervalo (1, 2).

8. (OBM) a, b, c, d são números reais distintos tais que a e b são as ráızes da equação
x2 − 3cx− 8d = 0, e c e d são as ráızes da equação x2− 3ax− 8b = 0. Calcule a soma
a+ b+ c+ d.

9. (TST Romênia) Sejam a, n números inteiros, e p um número primo tal que p > |a|+1.
Prove que o polinômio f(x) = xn+ax+p não pode ser representado como o produto
de dois polinômios com coeficientes inteiros.

10
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10. (Ibero) Ache as ráızes r1, r2, r3 e r4 da equação 4x
4 −ax3+bx2−cx+5 = 0, sabendo

que as ráızes são reais positivas, a, b, c são reais e que

r1

2
+

r2

4
+

r3

5
+

r4

8
= 1.

11. (Espanha) Sejam x1, x2 as ráızes do polinômio P (x) = 3x2 + 3mx +m2 − 1, sendo
m um número real. Prove que P (x31) = P (x32).

12. (Espanha) Prove que não existem inteiros a, b, c e d tais que o polinômio P (x) =
ax3 + bx2 + cx+ d, a 6= 0 satisfaz P (4) = 1 e P (7) = 2.

13. (OBM) Seja f(x) = x2+2007x+1. Prove que, para todo n inteiro positivo, a equação
f(f(. . . (f
︸ ︷︷ ︸

n vezes

(x)) . . .)) tem pelo menos uma solução real.

14. (TST Brasil) Sejam a, b, c, d números reais distintos tais que

a =

√

4 +
√
5 + a,

b =

√

4−
√
5 + b,

c =

√

4 +
√
5− c,

d =

√

4−
√
5− d.

Determine abcd.

15. Sejam a, b e c lados, com medidas inteiras, de um triângulo.
(a) Prove que se a equação

x2 + (a+ 1)x+ b− c = 0

possui ráızes inteiras, então o triângulo é isósceles.

(b) Prove que se a equação

x2 + (2ab+ 1)x+ a2 + b2 − c2 = 0

possui ráızes inteiras, então o triângulo é retângulo.

11
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(c) Prove que se a equação

x2 + (a2 + b2 + c2 + 1)x+ ab+ bc+ ac = 0

possui ráızes inteiras, então o triângulo é equilátero.

16. (AIME) Sejam a, b e c as ráızes de x3 + 3x2 + 4x − 11 = 0 e a + b, b + c e c + a as
ráızes de x3 + rx2 + sx+ t = 0. Determine t.

17. (AIME) Considere os polinômios P (x) = x6−x5−x3−x2−x e Q(x) = x4−x3−x2−1.
Dado que z1, z2, z3 e z4 são as ráızes de Q(x) = 0, ache P (z1)+P (z2)+P (z3)+P (z4).

18. (IMO Short List) Sejam a, b, c, d, e e f números inteiros positivos. Se S =
a + b + c + d + e + f divide abc + def e ab + bc + ca − de − ef − fd. Prove que
S é composto.

19. (Iugoslávia) Ache todos os racionais positivos a ≤ b ≤ c tais que os números

a+ b+ c,
1

a
+

1

b
+

1

c
, abc

sejam todos inteiros.

20. (Austrália) Os polinômios x2 + x e x2 + 2 são escritos em um quadro. Beatriz deve
escrever no mesmo quadro a soma, a diferença ou o produto de quaisquer dois po-
linômios que estiverem escritos no quadro. Se Beatriz repetir o processo quantas
vezes quiser, em algum momento ela conseguirá chegar ao polinômio x?

21. (Czech and Slovak) Determine todos os números reais s tais que

4x4 − 20x3 + sx2 + 22x− 2 = 0

possui quatro ráızes reais e distintas tais que o produto de duas dessas ráızes seja −2.

22. (Romênia) Sejam a, b, c e d números reais tais que f : R → R, f(x) = ax3+bx2+cx+d

e f(2) + f(5) < 7 < f(3) + f(4). Prove que existem u, v ∈ R tais que u + v = 7 e
f(u) + f(v) = 7.

12
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23. (Romênia) Seja P (x) = a1998x
1998 + a1997x

1997 + . . . + a1x + a0 um polinômio com
coeficientes reais tal que P (0) 6= P (−1), e sejam a, b números reais. Seja Q(x) =
b1998x

1998 + b1997x
1997 + . . . + b1x + b0 um polinômio com coeficientes reais tal que

bk = aak + b, ∀k = 0, 1, . . . , 1998. Prove que se Q(0) = Q(−1) 6= 0, então o
polinômio Q não possui ráızes reais.

24. Determine todos os polinômios satisfazendo a equação polinomial (x + 1)P (x) =
(x− 10)P (x+ 1).

25. Determine todos os polinômios P (x) com coeficientes reais para os quais existe um
inteiro positivo n tal que para todo x,

P

(

x+
1

n

)

+ P

(

x− 1

n

)

= 2P (x).

Soluções

1. Sem perda de generalidade sejam α ≥ β ≥ γ as ráızes, então:

x3+ax2+bx+c = (x−α)(x−β)(x−γ) = x3+(−α−β−γ)x2+(αβ+αγ+βγ)x−αβγ.

Temos que a = −α− β − γ e b = αβ + αγ + βγ. Portanto,

a2 − 3b = (−α− β − γ)2 − 3(αβ + αγ + βγ) = α2 + β2 + γ2 − αβ − αγ − βγ

=
1

2
[(α− β)2 + (α− γ)2) + (β − γ)2 ≥ 0.

2. Sejam r, s, t as ráızes, então 0 polinômio pode ser escrito da seguinte forma

p(x) = (x− r)(x− s)(x− t) = x3 − (r + s+ t)x2 + (rs+ st+ tr)x− rst.

Igualando os coeficientes, temos:






r + s + t = −B

rs + st + tr = C

rst = −D

Como r2 = st, temos que
{

C = rs + r2 + tr = r(r + s+ t) = −rB

−D = rst = r3

Finalmente,
C3 = (−rB)3 = −r3B3 = B3D.

13
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3. Seja f(x) = a(x−x1)(x−x2) . . . (x−xn), em que x1, x2, . . . , xn são as ráızes reais,
nem todas iguais, pertencentes ao intervalo (0, 1). Como os coeficientes são inteiros
então f(0) e f(1) são números inteiros. Assim,

f(0) = a(0 − x1)(0− x2) . . . (0− xn) = a(−1)nx1x2 . . . xn

e

f(1) = a(1− x1)(1− x2) . . . (1− xn).

Por outro lado, |f(0) ·f(1)| = |a2(−1)nx1(1−x1)x2(1−x2) . . . xn(1−xn)| = a2x1(1−
x1)x2(1 − x2) . . . xn(1 − xn) ≥ 1, pois f(0) e f(1) são números inteiros. Mas, se

0 < x < 1, então x(1 − x) ≤ 1

4
, com igualdade acontecendo se, e somente se, x =

1

4
(MA ≥ MG).

Como as ráızes não são todas iguais, não teremos igualdade acontecendo em x1(1 −
x1)x2(1− x2) . . . xn(1− xn) ≤ a2

(
1

4

)n

, portanto:

1 ≤ a2x1(1− x1)x2(1− x2) . . . xn(1− xn) < a2
(
1

4

)n

⇔

22n < a2 ⇔ |a| ≥ 2n + 1,

pois a é um número inteiro.

4. Sejam x1 e x2 ráızes reais e distintas de x4 − 4x3 + 4x2 + ax + b = 0 tais que
x1 + x2 = x1x2 = p, então:

x4 − 4x3 + 4x2 + ax+ b = (x2 − px+ p)(x2 + rx+ s), (1)

em que r e s são números reais. A igualdade (1) garante que:

−4 = −p+ r, (2)

4 = p+ s− pr, (3)

a = −ps+ pr, (4)

b = ps. (5)

Da equação (2) temos que r = p− 4, (6). Substituindo (6) em (3) temos

s = 4− p+ p(p− 4) = (p− 4)(p − 1). (7)

14
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Mas a equação quadrática x2 − px+ p = 0 possui ráızes reais e distintas x1 e x2, com
isso seu discriminante é positivo, ou seja

p2 − 4p > 0. (8)

Adicionando as equações (4) e (5) e substituindo r em (6), temos

a+ b = pr = p(p− 4) = p2 − 4p > 0.

Seja D o discriminante da equação

x2 + rx+ s = 0.

Das equações (6), (7) e (8) temos

D = r2 − 4s = (p− 4)2 − 4(p− 4)(p − 1) = −3p(p− 4) = −3(p2 − 4p) < 0.

Portanto, a equação possui apenas duas ráızes reais.

5. Seja M(x) = P (x)− 5 temos que:

M(x) = (x− a)(x− b)(x− c)(x− d)Q(x)

e o polinômio Q(x) com coeficientes inteiros. Vamos admitir a existência de um
inteiro k tal que P (k) = 8 ⇒ M(k) = 3. Dessa forma,

3 = (k − a)(k − b)(k − c)(k − d)Q(k).

Mas essa última igualdade não pode existir pois 3 não pode ser escrito como o pro-
duto de pelo menos 4 inteiros distintos. Portanto, não existe tal k.

6. Sejam c e d as outras duas ráızes de x4 + x3 − 1. Pelas relações de Girard, temos:

a+ b+ c+ d = −1,

ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd = 0,

abc+ abd+ acd+ bcd = 0,

abcd = −1.

Fazendo m = a+ b, n = c+ d, r = ab e s = cd, então

m+ n = −1, (1)

r + s+mn = 0, (2)

15
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rn+ sm = 0, (3)

rs = −1. (4)

Fazendo s = −1

r
e n = −1−m em (2) e (3), respectivamente, temos

r − 1

r
−m2 −m = 0, (5)

e
r(−1−m)− m

r
= 0. (6)

De (6) encontramos m = − r2

r2 + 1
. Substituindo em (5), temos

r − 1

r
− r4

(r2 + 1)2
+

r2

r2 + 1
= 0 ⇔

r6 + r4 + r3 − r2 − 1 = 0,

ou seja, r = ab é uma raiz de x6 + x4 + x3 − x2 − 1.

7. Temos que

0 ≤ 4a+ 3b+ c

a
= 4+3

b

a
+2

c

a
= 2x1x2−3(x1+x2)+4 = (x1−1)(x2−2)+(x1−2)(x2−1).

Se x1 e x2 pertencerem ao intervalo (1, 2), então cada termo da soma acima será
estritamente negativo, o que é uma contradição.

8. É fácil perceber que a + b = 3c e que c + d = 3a. Somando e subtraindo membro a
membro as duas igualdades obteremos b+ d = 2 (a+ c) e b− d = 4 (c− a). Como a

é raiz de x2 − 3cx− 8d = 0, segue que

a2 − 3ac− 8d = 0 (1).

Do mesmo modo, como c é raiz de x2 − 3ax− 8b = 0, temos que

c2 − 3ac− 8d = 0 (2).

Subtraindo as igualdades (1) e (2) e utilizando as relações anteriormente obtidas,
vem:
a2 − c2 = 8(d − b) ⇒ (a− c)(a+ c) = 8× 4(a − c). Como a− c 6= 0, conclúımos que
a+ c = 32.
Portanto, a+ c = 32 e b+ d = 2(a+ c) = 64, donde a+ b+ c+ d = 96.
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9. Seja z uma raiz complexa do polinômio. Vamos provar que |z| > 1. Suponha que
|z| ≤ 1, então zn + az = −p, então:

p = |zn + az| = |z||zn−1 + a| ≤ |zn−1|+ |a| ≤ 1 + |a|,

contrariando o fato que p > |a|+ 1. Agora, seja f(x) = g(x)h(x) uma decomposição
de f(x) em polinômios com coeficientes inteiros então p = g(0)h(0), então |g(0)| = 1
ou |h(0)| = 1. Suponha que |g(0)| = 1. Se z1, z2, . . . , zk são ráızes de g(x) então
são também ráızes de f(x), assim:

1 = |g(0)| = |z1z2 . . . zk| = |z1||z2| . . . |zk| >,

que é uma contradição.

10. Sejam r1, r2, r3 e r4 as ráızes da equação, então:

r1 · r2 · r3 · r4 =
5

4
.

Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos que:

r1

2
+

r2

4
+

r3

5
+

r4

8
4

≥ 4

√
r1

2
· r2
4

· r3
5

· r4
8

⇔

1

4
≥ 1

4
,

ou seja, aconteceu a igualdade entre as médias, portanto:

r1

2
=

r2

4
=

r3

5
=

r4

8
=

1

4
⇔

r1 =
1

2
, r2 = 1, r3 =

5

4
, r4 = 2.

11. Temos que x1 + x2 = −m e x1 · x2 =
m2 − 1

3
e

P (x31)− P (x32) = 3x61 + 3mx31 +m2 − 1− (3x62 + 3mx32 +m2 − 1)

= 3(x61 − x62) + 3m(x31 − x32)

= 3(x31 + x32)(x
3
1 − x32) + 3m(x31 − x32)

3(x31 − x32)(x
3
1 + x32 +m).

Mas x31 + x32 = (x1 + x2)
3 − 3x1x2(x1 + x2) = (−m)3 − 3

m2 − 1

3
(−m) = −m. Então,

x31 + x32 +m = 0 ⇒ P (x31) = P (x32).
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12. Vamos admitir a existência do polinômio. Pelo teorema do resto P (x) = (x −
4)Q(x) + 1, sendo Q(x) um polinômio de grau 2 com coeficientes inteiros. Então

P (7) = 2 = (7 − 4)Q(7) + 1 ⇒ Q(7) =
1

3
, que não é inteiro, contrariando o fato que

Q(x) possui coeficientes inteiros.

13. Sejam f1(x) = f(x) e para cada n ≥ 1, fn+1(x) = f(fn(x)). Sejam ∆1 = 20072 − 4,

x1 =
−2007 +

√
∆1

2
. Temos f(x1 = 0. Vamos mostrar por indução que existe uma

sequência de reais positivos (∆n) tal que, definindo xn =
−2007 +

√
∆n

2
, temos

f(xn+1) = xn, para todo n, donde fn+1(xn+1) = fn(xn) = 0. Para isso, note que a

maior raiz de x2+2007x+1 = xn é
−2007 +

√
∆n+1

2
, onde ∆n+1 = 20072−4+4xn =

20072 − 4018 + 2
√
∆n > 0.

14.

a =

√

4 +
√
5 + a ⇒

a2 = 4 +
√
5 + a ⇒

a2 − 4 =
√
5 + a ⇒

a4 − 8a2 − a+ 11 = 0.

Analogamente,
b4 − 8b2 − b+ 11 = 0,

c4 − 8c2 + c+ 11 = 0,

d4 − 8d2 + d+ 11 = 0.

Seja f(x) = x4 − 8x2 − x+ 11 e g(x) = x4 − 8x2 + x+ 11. Então a e b são ráızes de
f(x) = 0, e c e d são ráızes de g(x) = 0. Mas f(−x) = x4 − 8x2 + x + 11 = g(x).
Então, as ráızes de f(x) = 0 são a, b, −c e −d. Portanto, pelas relações de Girard
temos que ab(−c)(−d) = abcd = 11.

15. (a) Se b > c então (a + 1)2 − 4(b − c) é um quadrado perfeito menor e de mesma
paridade que (a+ 1)2. Portanto,

(a+ 1)2 − 4(b− c) ≤ (a− 1)2

assim a+ c ≤ b, contrariando a desigualdade triangular. O caso b < c é análogo.
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(b) Se a2 + b2 > c2 então (2ab + 1)2 − 4(a2 + b2 − c2) é o quadrado de um número
ı́mpar menor que 2ab+ 1. Portanto,

(2ab+ 1)2 − 4(a2 + b2 − c2) ≤ (2ab− 1)2,

assim c2 ≤ (a− b)2, contradição. O caso c2 > a2 + b2 é análogo.

(c) Se a equação tem ráızes inteiras, então (a2 + b2 + c2 + 1)2 − 4(ab+ bc+ ac) é um
quadrado perfeito menor e de mesma paridade que (a2 + b2 + c2 + 1)2. Portanto,

(a2 + b2 + c2 + 1)2 − 4(ab + bc+ ac) ≤ (a2 + b2 + c2 + 1)2 ⇔

(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 ≤ 0 ⇔
a = b = c.

16. A primeira equação garante que a + b + c = −3. A segunda equação garante
que t = −(a + b)(b + c)(c + a). Segue que t = −(3 − c)(3 − a)(3 − b), ou seja,
t = 27 + 9(a + b + c) + 3(ab + ac + bc) + abc. A primeira equação garante que
ab+ bc+ ca = 4 e abc = 11, então t = 27− 27 + 12 + 11 = 23.

17. Usando o algoritmo da divisão temos que P (x) = Q(x)(x2+1)+x2−x+1. Portanto,

4∑

i=1

P (zi) =
4∑

i=1

z2i −
4∑

i=1

zi + 4 =

(
4∑

i=1

zi

)2

− 2
∑

i<j

zizj −
4∑

i=1

zi + 4.

Usando as relações de Girard, temos que

4∑

i=1

P (zi) = 1 + 2− 1 + 4 = 6.

18. Todos os coeficientes do polinômio

f(x) = (x+ a)(x+ b)(x+ c)− (x− d)(x − e)(x− f)

= Sx2 + (ab+ bc+ ca− de− ef − fd)x+ (abc+ def)

são múltiplos de S. Então, f(d) = (a + d)(b + d)(c + d) é um múltiplo de S. Isto
implica que S é composto pois a+ d, b+ d e c+ d são menores que S.

19. Seja P (x) = (x − a)(x − b)(x − c) = x3 − (a + b + c)x2 + (ab + bc + ca)x − abc

um polinômio cujas ráızes são a, b e c. Mas ab + bc + ca = abc

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)

∈ Z,

portanto P (x) possui coeficientes inteiros. Pelo teorema das ráızes racionais temos
que a, b e c são inteiros. Sabemos que a, b e c são positivos então nosso problema

é achar todos os valores de a, b e c tais que
1

a
+

1

b
+

1

c
é natural. As soluções são:

(a, b, c) = (1, 1, 1); (1, 2, 2); (3, 3, 3); (2, 4, 4); (2, 3, 6).
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20. Sejam P (x) = x2 + x e Q(x) = x2 + 2. É fácil ver que P (2) = Q(2) = 6. Suponha
que A(x) e B(x) são dois polinômios quaisquer tais que A(2) e B(2) são diviśıveis
por 6. Segue que A(2) + B(2), A(2) − B(2) e A(2) · B(2) são todos diviśıveis por 6.
Portanto, qualquer polinômio R(x) gerado tem R(2) diviśıvel por 6. Como T (x) =
tem T (2) = 2 então T (x) = x nunca aparecerá no quadro.

21. Sejam x1, x2, x3 e x4 as ráızes tais que x1x2 = −2, (0). Pelas relações de Girard
temos que:

x1 + x2 + x3 + x4 = 5, (1)

x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4 =
s

4
, (2)

x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4 = −11

2
, (3)

x1x2x3x4 = −1

2
. (4)

Das equações (0) e (4) temos que

x3x4 =
1

4
.

Fatorando a equação (3) e, em seguida, substituindo os valores de x1x2 e x3x4 temos:

(x1 + x2)x3x4 + (x3 + x4)x1x2 = −11

2
⇔

1

4
(x1 + x2)− 2(x3 + x4) = −11

2
.

A última equação e (1) garantem que x1+x2 = 2 e x3+x4 = 3. Fatorando a equação
(2) e substituindo os valores já encontrados temos que

x1x2 + (x1 + x2)(x3 + x4) + x3x4 =
s

4
⇔

s = 17.

As ráızes do polinômio são x1,2 = 1±
√
3 e x3,4 =

3

2
±

√
2.

22. Precisamos provar que f(x) + f(7− x) = 7 possui solução. Seja g(x) = f(x) + f(7−
x)− 7. É fácil ver que g é um polinômio com grau no máximo 2. Temos que g(2) < 0
e g(3) > 0. Segue que g(x) = 0 possui pelo menos uma raiz real.
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23. É fácil ver que Q(x) = aP (x) + b(x1998 + x1997 + . . . + 1). De Q(0) = Q(−1) temos
que a(P (0) − P (−1)) = 0, então a = 0. Com isso, Q(x) = b(x1998 + x1997 + . . . + 1,
com b 6= 0 pois Q(0) 6= 0. É fácil ver que Q(x) não possui ráızes positivas. Para x ≤ 1
temos

x1998 + x1997 + . . .+ 1 = x1997(x+ 1) + x1995(x+ 1) + . . .+ x(x+ 1) + 1 ≥ 1,

e para x ∈ (−1, 0),

x1998 + x1997 + . . .+ 1 = x1998 + x1996(x+ 1) + . . .+ x2(x+ 1) + x+ 1 > 0.

Conclusão: Q(x) não possui ráızes reais.

24. Temos que (x+1)P (x) = (x− 10)P (x+1) mostra que P (x) é diviśıvel por (x− 10).
Trocando x + 1 por x na igualdade inicial temos que xP (x − 1) = (x − 11)P (x), ou
seja, P (x) é diviśıvel por x. Então P (x) = x(x− 10)P1(x). Substituindo na equação
original e cancelando os termos temos que

xP1(x) = (x− 9)P1(x+ 1).

Repetindo o argumento encontramos P1(x) = (x − 1)(x − 9)P2(x) e P (x) = x(x −
1)(x − 2) . . . (x − 10)Q(x), em que Q(x) = Q(x + 1). Segue que Q(x) é constante, e
a solução do problema é

P (x) = ax(x− 1)(x− 2) . . . (x− 10),

em que a é uma constante arbitrária.

25. Seja m o grau do polinômio P (x), então

P (x) = amxm + am−1x
m−1 + . . .+ a0.

Usando binômio de Newton para

(

x± 1

n

)m

e

(

x± 1

n

)m−1

temos que

2amxm + 2am−1x
m−1 + 2am−2x

m−2 + am
m(m− 1)

n2
xm−2 +Q(x)

= 2amxm + 2am−1x
m−1 + 2am−2x

m−2 +R(x),

em que Q e R são polinômios de grau no máximo m− 3. Comparando os coeficientes

encontramos am
m(m− 1)

n2
= 0. Mas am 6= 0, pois é o coeficiente ĺıder do polinômio,

então m(m− 1) = 0, ou seja, m = 0 ou m = 1. Uma simples verificação garante que
todos os polinômios de grau 0 ou 1 satisfazem a condição inicial.
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Complexos, Polinômios e Equações
Gelson Iezzi

5. Equations and Inequalities
MIR Publishers Moscow
V. V. Vavilov, I. I. Melnikov, S. N. Olekhnik e P. I. Pasichenko

6. The Ussr Olympiad Problem Book
Selected Problems and Theorems of Elementary Mathematics
D. O. Shklarsky, N. N. Chentzov e I. M. Yaglom

7. Mathematical Olympiad Treasures
Titu Andreescu e Bogdan Enescu

8. Lecture Notes on Mathematical Olympiad Courses
For Junior Section, vol. 1
Xu Jiagu

9. Lecture Notes on Mathematical Olympiad Courses
For Junior Section, vol. 2
Xu Jiagu

10. Problem - Solving Through Problems
Loren C. Larson

11. Kvant Selecta: Algebra and Analysis, I
Serge Tabachnikov

12. Kvant Selecta: Algebra and Analysis, II

22
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Caio dos Santos Guimarães
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