Polos Olimpicos de Treinamento
Curso de Algebra - Nivel 3 Aula |0

Prof. Cicero Thiago / Prof. Marcelo Mendes

Miscelanea sobre raizes de polindmios I

Definicao 1
Um polinémio na varidvel x é uma expressao que pode ser escrita na forma

P(z) = apz™ + an_12" '+ ..+ a1z + ag,

onden € Nea; (1 =0, 1, ..., n), chamados coeficientes, sdo nimeros em algum dos
conjuntos (Z,Q,R,C). O numero n serd chamado de grau do polinémio. Chamamos de
coeficiente lider o coeficiente do termo de maior grau, nesse caso a,, e chamamos de termo
independente o coeficiente ag. Um polindmio com todos os coeficientes iguais a zero é
chamado de polinémio nulo. Um polinémio com coeficiente lider igual a 1 é chamado de
polinémio moénico.

Definicao 2

Seja ¢ um nimero, o niimero P(c) = a,c® + a,_1c¢" "' 4+ ... + ajc+ ag é chamado de valor
do polinoémio aplicado ao nimero ¢. Se P(c) = 0, dizemos que ¢ é um zero ou raiz do
polinémio P(z).

Definicao 3

Dados dois polinémios P(z) e M(z) # 0, dividir P(z) por M(z) é determinar dois outros
polinémios Q(x) e R(x) de modo que se verifiquem as duas condi¢oes seguintes:

(a) P(z) = M(z)- Q(z) + R(x).

(b) O grau de R(x) é menor que o grau de M (z) ou R(z) = 0, caso em que a divisao é exata.

Teorema 1. Seja P(x) um polinoémio tal que = — a é um fator de P(z), entdo P(a) = 0.
Demonstragdo. Se x — a é um fator de P(z), entdo P(z) = (z — a) - Q(x) para algum
polinémio Q(x). Fazendo z = a temos que P(a) = (a —a) - Q(a) =0 Q(a) =0, entdo a é
uma raiz de P(z).

Teorema 2. Seja P(x) um polinoémio tal que P(a) = 0, entdo x — a é um fator de P(x).
Demonstragdo. Se a ¢ uma raiz de P(x), entdo P(a) = 0. Pelo algoritmo da divisao,
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temos que o resto quando P(z) é dividido por z —a é P(a). Como P(a) = 0 entao o resto
é zero. Isto mostra que = — a é um fator de P(z).

Dispositivo de Briot - Ruffini
Dados os polinémios P(z) = a,2" + ap_12" ' +... + a1z + ag, a, # 0 e M(z) = = — a.
Nosso desejo é determinar o quociente Q(x) e o resto R(x) da divisao de P(z) por M(x).
Seja Q(7) = qu_12" ' 4+ gn_o2™ 2 + ... + qo, entdo:

(Qn—lxn_l + Qn—233n_2 +...+ QO) ) (:E - (1) =

1 2

Q12" + Gn2x™ .+ qor — agp12" ! — agn_o2" 2 — ... —aqiz — ago =
Gn-17" + (qn—2 — agn—1)z" " + ... + (g0 — aq1)z — aqo

Fazendo P(z) = Q(z) - (x — a) + R(z), temos:
Gn—1 = Qn

Gn—2 — AQp—1 = Gp—1 = qn—2 = Qn—1 + Gn—1

qo —aq1 = a1 = qo = aq1 + a1
R(x) —aqo = ag = R(x) = aqo + ap

Exemplo
Vamos achar o quociente e o resto da divisdo de P(z) = 22*—722+32z—1 por M (z) = x—3.
Para isso usaremos o dispositivo de Briot - Ruffini:

3/2] o | -7 | 3 | -1
[2[2-3+0[6-3-7[11-3+3[36-3—1

312]0]-7]3] -1
|2]6| 11 ]36] 107

Portanto, Q(z) = 223 + 622 + 11z + 36 e R(z) = 107.

Teorema 3. (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinémio P(z) de grau n > 1
possui a0 menos uma raiz complexa.
Uma demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [1].

Teorema 4. Seja P(z) = a,z"+a, 12" ' 4. ..+ a1z +ap um polindmio de grau n (n > 1)
e ap # 0, entao
P(z) = ap(x —z1)(x — 22) ... (z — ),

em que rj, T3, ..., Tp sao as raizes de P(x).
Para a demonstracao desse teorema use os teoremas 2 e 3.
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Teorema 5. Se o polindémio
P(x) = apx™ + an_12" L+ a1z + ag,

de grau n, possui n + 1 raizes, entao este polinomio é identicamente igual a 0, ou seja,
ap =Ap_1=...=ag = 0.

Demonstracao. Vamos demonstrar usando indugao sobre n. Para n = 1, a prova é
imediata. Vamos provar que se a afirmacao é verdadeira para n — 1, entao também serd
verdadeira para n. Seja xg, x1, ..., T Sao0 raizes de P entao

P(z) = (z — 2,)Q(z),
com o polinémio Q(x) tendo grau n—1 e n raizes distintas g, x1, ..., z,—1. Pela indugao,

Q(z) ¢ identicamente nulo. Segue que P(x) é também nulo.

Teorema 6. (Raizes Irracionais) Seja t; = b; + civdet; =b—c;V/d, em que b;, ¢; e d
sao numeros racionais e v/d é irracional. Entao,

(a) f1 + 12 = #1 + T2

(b) t1 -ty =1 - ta.

(c) se P(z) é um polindmio com coeficientes racionais tais que t; é uma raiz de P(z), entao

t1 € também uma raiz.

Demonstragdo. (a) Temos que 1 +ty = (by+c1Vd) + (ba +caV/d) = (by +b2) + (c1+c2)Vd,
entdo t; +to = (by +b2) — (c1 + 02)\/3. Por outro lado, t; = by — c1Vd e tg = by — c2V/d,
portanto £ + to = 1 + to.

(b) Temos que

m = (bl + Cl\/&)(bg + CQ\/&) =

(blbg + Clcgd) + (blcg + bQCl)\/& =
(bibg + c1cad) — (byeg + byey)Vd.
Além disso, 1 -ty = (b1 — c1V/d)(ba — coV/d) = (biby 4 c1cad) — (bica + bacy )V d. Portanto,

t-ta =11 - to.

(c) Seja P(x) = apz™ + an_12" ' + ... 4+ a1x + ag. Aplicando (a) e (b), temos que:
P(#) = an(f1)" + an—1(B)" ' + ...+ a1 (f1) + a0

= an(t1)" + an—1(t1)" 1+ ... +ai1(ty) + ap

=t} + an_1t7 4+ arty + ag

=P(t;)=0=0,

pois ¢; é uma raiz de P(z).
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Teorema 7. (Raizes Racionais) Se P(z) = ap2™ + ap_12" '+ ... + a12 + ap é um

polinémio com coeficientes inteiros, tal que = é uma raiz, com p e ¢ inteiros, ¢ # 0 e

mdc(p, q) = 1, entdo plag e qlay,.

Demonstracado. Se P ¢ uma raiz de P(z), entao
q

n n—1

1+...+CL1'B—|—CL0:O<=>
q

n -1 qn—
™ + Q1P g+ an_op” 2+ .+ apd" T + apg" = 0 =
anp" = —qan—1p" " + an—2p" g+ ...+ a1pq” T + apd" ] =
p|a0

pois mdc(p, q) = 1.

De maneira andloga, é facil provar que ¢|a,.

Teorema 8. (Raizes Complexas) Se P(z) = a,z" + ap_12" ' + ... + a17 + ap é um
polinémio com coeficientes reais tal que z = a + bi é uma raiz, com a e b reais, b # 0, entao
Z = a — bi é também uma raiz.

Demonstracdo. Se z é uma raiz de P(z) = a,2" + an_12" "' 4+ ... + a1z + ag, entdo
P(z) =0. Assim,

PZ)=an@)" 4 an1Z)" 14 ...+a1(Z) +ap =

an2" + ap_12" 1+ .. faz+ag =
- 2"+, 2" 4+ .. . +a7-Z+ay =

an 2" + 12" 1+ .. +az+ay =

2™ + Q12" L4+ Faz+ag =

P(z)=0=0.
Teorema 9. (Relagdes de Girard) Seja P(x) = ap,2™ + ap_12" ' + ... + a1z + ap um
polinémio e z, x9, ..., x, suas raizes (reais ou complexas). Entdo:
A
r1+x0+ ... +xH = — n 1,
Gn
Ap—2

T1X2 + 13 + ... + Tp—1Ty, =
n
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an—3
T1X2X3 + X124 + ... + Tp—2Tp—1Ty = — a
n
ao
n
L1 ... Ty = (—1) —
Gp
Exercicios Resolvidos
. . - o a b c
1. (Torneio as Cidades) Prove que se a, b e ¢ sdo nimeros inteiros e as somas 3 +-—+-
c a
a ¢ b _ e ~
e — + - + — sdo também inteiros, entao |a| = |b] = |c|.
c b a
Solucdo. Seja
a b ¢
p=—+-+-
b ¢ a
e
a c b
g=—+-+-
c b a
, 3 2 .a b c . - .,
As raizes de x° —px“+qxr—1 =0 séo oy Como os coeficientes sao inteiros e as
c a
raizes racionais, os inicos pssiveis valores para as raizes sdo £1. Entao |a| = [b] = |¢|.

2. (OCM) Sejam a, b, c e d as raizes (nos complexos) do polinémio z* + 62 + 42 + 2.
Encontre um polindémio p(x), do quarto grau, que tenha como raizes a?, b%, ¢* e d>.

Solugdo. Seja Q(z) = 2 + 622 + 42 + 2 = (z — a)(z — b)(z — ¢)(z — d). Queremos
encontrar

P(z) = (xz — a®)(z — b¥*)(z — &) (x — d?).
Fazendo x = 72,
Py?) = (y* — a®)(y* = ) (y° — ) (y* — &)
=W+a)ly—a)y+b)(y—0)(y+c)(y— )y +d)(y—d
[(y —a)(y = b)(y — )y — D[y + a)(y + ) (y + c)(y + d)]
QY)Q(—y).

Assim,
P(y?) = (y* + 6y + 4y + 2)(y* + 6y° — 4y + 2)

= (y* +6y% +2)> — (49°)?
y® + 1295 + 40y + 8y% + 4.
Voltando para a varidvel x pela substituicdo y? = x, temos:

P(z) = 2" + 122 4 402° 4 8z + 4.
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3. (Torneio das Cidades) Sabendo que a equacao
st fard + 222 +br+1=0
possui uma raiz real, prove que
a2 +bv? > 8.
Solugao. Temos que

ot +ar® + 222 +br+ 1= (22 + pr+q) (@ + sz +1) (1)

em que p, ¢q, s, t sao reais. Como, pelo menos uma das raizes sao reais, iremos
assumir que ela é raiz de z? + sx + t, entdo:

s2 > 4t.

Igualando os coeficientes em (1), temos:

a=p-+s;

2=q+1t+ps;
b =pt+qs;
1 = qt.
Portanto,
a4+ 0% =p® + ¢% + 2ps + p*t> + ¢°s° + 2plgs
=p?(1 + %) + s*(1 + ¢°) + 4ps
> p?(1+12) + 4(t + g + ps)
> 8.

4. (Bulgaria) Os comprimentos das alturas do AABC sao solugoes da equagao cibica

24k’ +lz+m=0.

Determine o raio do circulo inscrito no AABC.
k l l m
(a) m (b) % (c) “m (d) % (e) =

Solugao. (C) Temos que

1_p_a+b+c_1+1+1
r S 25 28 25 h, hy  h¢

m
l

Usando as Relagoes de Girard, temos:

1 1 1 _ hphe + hohe + hohy _ l

I
he T T ho Tl T
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5. (Bulgdria) Determine o niimero de raizes reais da equagao

29 241 =0.
()0 (b)2 ()4 (d) 1994

Solugdo. (A) Se |z| < 1 entdo 1 — 2% > 0 e 2% > 0 0 que implica
29— 41> 0.

1994 .2

Se |z| > 1 entéo x 2?2 = 22(2'99? — 1) e, com isso,

2199 — 22 11 >0,

portanto a equacao nao possui raizes reais.

6. (IMTS) Seja f(x) = 2% + 1723 + 8022 + 203z + 125. Determine o polinémio, g(z), de
menor grau possivel, tal que f(3+£3) = g(3+v3) e f(5+£+5) = g(5+V5).

Solugdo. Seja g(x) o polindmio que desejamos encontrar e h(z) um polindémio tal
que h(z) = f(z) — g(x). Com isso h(3++/3) =0 e h(5+ /5) = 0. Portanto,
f(x) —g(x) =h(z) =a(z)(z -3 - V3)(z-3+V3)(z—5-V5)(z - 5+V5) =
f(z) — g(z) = h(z) = a(z)(z* — 162> + 862* — 180z + 120) <
g(x) = f(2) — a(x)(z? — 1623 + 8622 — 180z + 120) <
g(x) = 2 + 1723 + 8022 + 203z + 125 — a(x)(z? — 1623 + 8622 — 180z + 120).

Finalmente, g(z) terd grau menor que 4 se, e somente se, a(x) = 1. Nesse caso
g(x) = 3323 — 622 4 383z +5.

7. (Austrélia) Seja P(x) um polindomio ciibico com raizes ri, ry e 3. Suponha que

6 (8)

P(0)

. 1 1 1
Determine o valor de + .
r1ir2 Trars3 rirs

Solugdo. Seja P(z) = a3z + asx?® 4+ a1x + ag. Pela relaces de Girard, temos que
az agp .

r1+1ro+1r3=—— e riroryg = ——. Assim,
as as
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1 1 1 ri+ro+r a
X X o 2 3 _ Q2

™mre  Trery  TiT3 rrars ap
Mas,
1 as a9 aq
Plo)=—4+—+—
<2> 3 + 1 + 9 + ag,
¢ 1
as as aj
Pl——]=—"F+—-—— .
< 2> 3 + 1 5 + ap
1 1
Pl=)+P(—= a2
Portanto, 1000 <2>+ ( 2> 37 a +2
ortanto = = - = )
’ P(O) a 2&0
Finalmente,
1 1 1 as

= =2 = 2(1000 — 2) = 1996.
rire roT3 T3 ago

8. (Australia) Determine todos os polinémios f com coeficientes reais tais que
(x —=27)f(3z) =27(z — 1) f(x)

para todo niimero real x.

Solucado. Considere a equacao
(x—27)f(3z) =27(z — 1) f(z) (1)

Se x = 27 temos que 0 = 0 f(81) = 2726 - f(27), entdo f(27) = 0. De maneira
andloga, se z = 1 temos que 0 =27-0- f(1) = —26 - f(3) entao f(3) = 0.

Com isso, f(x) = (z — 3)(z — 27)q(z). Substituindo esse resultado encontrado na
equacao inicial temos que

(x —27)(3x — 3)(3z — 27)q(3z) = 27(z — 1)(x — 3)(x — 27)q(x).
Para z # 1, 27 temos que
(z = 9)q(3z) = 3(z — 3)q(x). (2)

Agora, se x = 3 temos que 0 = 3-0-¢(3) = —6¢(9), ou seja, ¢(9) = 0, assim
q(z) = (x — 9)g(x) que substituiremos na equacao (2) obtendo

(z —9)(3z — 9)g(3z) = 3(z — 3)(x — 9)g(),
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10.

que para z # 1, 3, 9, 27 resulta ¢g(3z) = g(z).

Em particular, se * = 2 entdo g(2) = g(6) = g(18) = ... = g(2-3%), Vk. Assim,
g(x) = ¢g(2) possui infinitas raizes, o que é impossivel, ou g(x) é uma constante, di-
gamos ¢(z) = a.

Finalmente, ¢(z) = a(x —9) e f(z) = a(zx — 3)(z — 9)(x — 27), a € R.

(Australia) Prove que o polinomio 42® — 227 4+ 25 — 32 4+ 22 — 2 + 1 ndo possui rafzes
reais.
Solugao. Temos que

Plz)=42%—-22"+25 -3 +22—z+1 o

Plz)=3 <$4—%>2—|— 27 (- 1)]° + <$—%>2.

Portanto, P(z) é uma soma de quadrados. Para que P(z) = 0 todos os quadrados

1 1
. . . . . 4
precisam ser iguais a zero, assim teremos que as duas igualdades x = :l:\/; exr = 3

devem acontecer simultaneamente, absurdo. Finalmente, P(x) ndo possui raizes reais.

(AIME) Sejam a, b, ¢ e d nlimeros reais tais que a equacio z* 4 ax® 4+ br?+cx+d =0
possui quatro raizes nao reais. O produto de duas dessas quatro raizes é 13+ i e a
soma das outras duas é 3 + 47 em que i = y/—1. Determine b.

Solucdo. Sejam 71, ro, 73 € 14 as raizes. Se riro = 13 +1i e r3+ry = 3 + 4i. Como
o polinémio possui coeficientes reais e nenhuma das raizes sdo reais, entao r3 = 77 e
r4 = T3. Segue que 31y =773 = 13+iery +19 =r3+714 =3 —4i. Com isso, o
polinémio sera

(2% — (3 — 4i)x + (13 +4)][2® — (3 + 4d)x + (13 4 1)]
= 2* — 623 + 5122 — 70z + 170.

Em particular, b = 51 = (13 4+ ) + (3 — 44)(3 + 4i) + (13 —3).

Exercicios propostos

1. (Espanha) Sejam a, b, ¢ nimeros reais. Prove que se 2% + ax? + bx + ¢ possui trés

rafzes reais, entdo 3b < a?.
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2. (Espanha) Dado o polinémio p(x) = 23 + B2? + Cz + D, prove que se o quadrado de
uma de suas raizes é igual ao produto das outras duas, entdo B3D = C?.

3. Seja f(z) um polinémio de grau n, n > 1, com coeficientes inteiros e n raizes reais,
nem todas iguais, no intervalo (0,1). Prove que se a é o coeficiente lider de f(x),
entao

la| > 2" + 1.
4. (Czech and Slovak) Seja a e b nimeros reais. Prove que se a equagao
ot =4 42’ fax+b=0
possui duas raizes reais distintas tais que a soma ¢é igual ao produto, entao a equacao

nao possui outras raizes reais e, além disso, a + b > 0.

5. (Canadd) O polindémio

P(x)=2" + a12™ t +apz" 2+ ...+ ap 17 + ay

com coeficientes inteiros aq, ao, ..., an, é tal que existem quatro inteiros distintos
a, b, c,d tais que

P(a) = P(b) = P(c) = P(d) =5,
mostre que nao existe um inteiro k tal que P(k) = 8.

6. Sejam a e b duas raizes do polinémio z* + 2% — 1. Prove que ab é uma raiz do po-
linomio 2% + 2% + 23 — 22 — 1.

7. (Roménia) Sejam a, b, ¢, a # 0, tais que a e 4a+ 3b+ 2¢ tém o mesmo sinal. Mostre
que a equacdo ax? + bxr 4+ ¢ = 0 ndo pode ter duas raizes no intervalo (1,2).

8. (OBM) a, b, ¢, d s@ao numeros reais distintos tais que a e b sdo as raizes da equacao
2?2 —3cx —8d =0, e c e d sdo as raizes da equacao 22 — 3ax — 8b = 0. Calcule a soma
a+b+c+d.

9. (TST Romeénia) Sejam a, n nimeros inteiros, e p um nimero primo tal que p > |a|+1.
Prove que o polindémio f(x) = 2™ + ax + p nao pode ser representado como o produto
de dois polinémios com coeficientes inteiros.

10
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

, ~ 4
(Ibero) Ache as raizes rq, ro, r3 e r4 da equacio 4z — ax®+br? —cx+5 = 0, sabendo
que as raizes sao reais positivas, a, b, ¢ sao reais e que
T3, T4

T 9
— 22+ 2=,
2+4+5+8

(Espanha) Sejam z1, o as raizes do polinomio P(x) = 322 + 3mz + m? — 1, sendo

m um nimero real. Prove que P(x3) = P(x3).

(Espanha) Prove que nao existem inteiros a, b, ¢ e d tais que o polinémio P(z) =
az® +bx? + cx +d, a # 0 satisfaz P(4) =1 e P(7) = 2.

~—

(OBM) Seja f(z) = x2+2007x+1. Prove que, para todo n inteiro positivo, a equacio

F(f(...(f(x))...)) tem pelo menos uma solugao real.
—_—

n vezes

(TST Brasil) Sejam a, b, ¢, d nimeros reais distintos tais que

Determine abed.

Sejam a, b e ¢ lados, com medidas inteiras, de um triangulo.
(a) Prove que se a equacao

2+ (a+ D)z +b—c=0
possui raizes inteiras, entao o triangulo é isdsceles.

(b) Prove que se a equagao

22+ (2ab+ D)z +a®> + b - =0

possui raizes inteiras, entao o triangulo é retangulo.

11
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(c) Prove que se a equagao

(@ P+ D) +abtbet+ac=0

possui raizes inteiras, entao o triangulo é equilétero.

(AIME) Sejam a, b e c as raizes de 23 + 322 + 42 —11 =0ea+b, b+cec+a as
raizes de 3 + rz? + sx +t = 0. Determine ¢.

(AIME) Considere os polinémios P(z) = 2% —2°—23 -2~z e Q(z) = 2 — 23— 22— 1.
Dado que z1, 29, z3 € z4 sdo as raizes de Q(z) = 0, ache P(z1)+ P(z2)+ P(z23)+ P(z4).

(IMO Short List) Sejam a, b, ¢, d, e e f numeros inteiros positivos. Se S =
a+b+c+d+ e+ f divide abc + def e ab+ bc + ca — de — ef — fd. Prove que
S é composto.

(Tugoslavia) Ache todos os racionais positivos a < b < ¢ tais que os nimeros
1 1 1
a+b+c, —+ -+ —, abc
a b ¢

sejam todos inteiros.

(Australia) Os polinomios 22 + x e 22 + 2 sdo escritos em um quadro. Beatriz deve
escrever no mesmo quadro a soma, a diferenca ou o produto de quaisquer dois po-
linbmios que estiverem escritos no quadro. Se Beatriz repetir o processo quantas
vezes quiser, em algum momento ela conseguird chegar ao polinémio x?

(Czech and Slovak) Determine todos os niimeros reais s tais que

4 — 202 + s> + 220 —2=0

possui quatro raizes reais e distintas tais que o produto de duas dessas raizes seja —2.

(Roménia) Sejam a, b, ¢ e d niimeros reais tais que f : R — R, f(z) = az3+bx®+cx+d
e f(2)+ f(5) <7< f(3)+ f(4). Prove que existem u, v € R tais que u +v =7 e
flu)+ flv) =T.

12
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23.

24.

25.

(Roménia) Seja P(z) = a1998x'%® 4 a19972'%7 + ... + @12 + ap um polinémio com

coeficientes reais tal que P(0) # P(—1), e sejam a, b nimeros reais. Seja Q(z) =
b1993 2 998 + biggrx!?97 + ... + bix 4 by um polinémio com coeficientes reais tal que
b, = aar +b, Vk =0, 1, ..., 1998. Prove que se Q(0) = Q(—1) # 0, entdao o
polinémio () nao possui raizes reais.

Determine todos os polindmios satisfazendo a equagao polinomial (z + 1)P(z) =
(x —10)P(x + 1).

Determine todos os polindmios P(z) com coeficientes reais para os quais existe um
inteiro positivo n tal que para todo x,

P<x+%>+P<x—%> = 2P(z).

Solucoes

1.

Sem perda de generalidade sejam « > 8 > « as raizes, entao:
2 +ar’ +brtc= (z—a)(z—B)(x—7) = 22+ (—a—B—7)x* +(aB+ay+By)z—aby.
Temos que a = —a— 3 — v e b= af + ay + . Portanto,

a’>=3b=(—a-B-7)°-3@B+ay+By) =+ +7"—af —ay— By

= @B + (@) + (- 0.

Sejam 7, s, t as raizes, entdao 0 polinomio pode ser escrito da seguinte forma

p(x) = (z—7r)(x—s)(x—t) =2 — (r+s+t)x> + (rs + st + tr)z — rst.

Igualando os coeficientes, temos:

r + s + t = -B
rs + st + tr = C
rst = —D
Como 72 = st, temos que
C = rs + 12 + tr = r(r+s+t) = —rB
-D = rst =13

Finalmente,
C? = (-rB)* = —r®B* = B*D.
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3. Seja f(x) = a(x —x1)(z —x2) ... (x —xp), em que x1, Ta, ..., T, SAO as raizes reais,
nem todas iguais, pertencentes ao intervalo (0,1). Como os coeficientes sao inteiros
entdao f(0) e f(1) sdo nimeros inteiros. Assim,

f(0)=a(0—2z1)(0—22)...(0 —z,) =a(—-1)"z129... Ty

f)y=a(l—21)(1—x2)...(1 —zp).

2

Por outro lado, |£(0)- f(1)| = |a®(=1)"z1(1 —z1)za(1 —23) ... 2, (1 —2,)| = a2y (1 —

z1)za(l — x2)...xn(1 — x,) > 1, pois f(0) e f(1) sdo numeros inteiros. Mas, se
1

0<z<1, entao z(1—x) < 7 °© m igualdade acontecendo se, e somente se, x = 1

(MA > MG).

Como as raizes nao sao todas iguais, nao teremos igualdade acontecendo em z1(1 —

1 n
21)ra(1 — 29) ... 20 (1 — ) < @ <Z> , portanto:

1 n
1 <a’zi(1—z)ze(l —x2) ... 2p(1 — z,) < a? (Z) &

22" < 4? & |a| > 2" + 1,
pois a é um numero inteiro.
4. Sejam z; e xo raizes reais e distintas de z* — 423 + 422 + ax + b = 0 tais que
T1 + T9 = 129 = P, entao:

ot — 4P 440 far+ b= (2® —pr+p) (2’ +rz+s), (1)

em que 7 e s sa0 numeros reais. A igualdade (1) garante que:
—4 = —p+r, (2)

4=p+s—pr, (3)
a=—ps+pr, (4)
b=nps. (5)

Da equagcao (2) temos que 7 = p — 4, (6). Substituindo (6) em (3) temos

s=4-p+plp—4)=@p-4)p-1.(7)

14
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Mas a equacao quadratica 22 — px + p = 0 possui raizes reais e distintas z; e 2, com
isso seu discriminante é positivo, ou seja

p* —4p > 0. (8)
Adicionando as equagoes (4) e (5) e substituindo r em (6), temos
a+b=pr=p(p-—4) =p? —4p > 0.
Seja D o discriminante da equacgao

3:2+r:1:—|—s:0.

Das equagoes (6), (7) e (8) temos

D=r*—ds=(p—4°—4lp—4)(p—1) = =3p(p — 4) = =3(p* — 4p) < 0.

Portanto, a equacao possui apenas duas raizes reais.

5. Seja M(x) = P(z) — 5 temos que:
M(z) = (z —a)(z = b)(z — ¢)(z — d)Q(x)

e o polinémio Q(z) com coeficientes inteiros. Vamos admitir a existéncia de um
inteiro k tal que P(k) = 8 = M (k) = 3. Dessa forma,

3=(k—a)(k—=0)(k—c)(k—d)Qk).
Mas essa tultima igualdade nao pode existir pois 3 nao pode ser escrito como o pro-
duto de pelo menos 4 inteiros distintos. Portanto, nao existe tal k.
6. Sejam c e d as outras duas raizes de z* + 23 — 1. Pelas relacdes de Girard, temos:
a+btetd=—1,

ab+ ac+ ad + bc+ bd + cd = 0,
abc 4 abd 4 acd + bed = 0,
abed = —1.

Fazendo m=a+b,n=c+d, r =abe s = cd, entao

r+s+mn=0, (2)

15
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rn+sm =0, (3)

rs=—1.(4)
1 .
Fazendo s = —— e n = —1 — m em (2) e (3), respectivamente, temos
r
1 2
r———m‘—m=0, (5)
T
¢ m
r(—1—m)— — =0.(6)
r
2
De (6) encontramos m = —— 1 Substituindo em (5), temos
r

1 rd r2
) 3T 3 -
r o (r?+1) r2 41

0=

ot —r2—1=0,

ou seja, 7 = ab é uma raiz de 2% + 2% + 23 — 22 — 1.

7. Temos que

<4a+3b+c b

0 = 4—1—354-22 = 2x1x2—3(x1+w2)+4 = (a:l—1)(3:2—2)—1—(951—2)(952—1).

a

Se w1 e w9 pertencerem ao intervalo (1,2), entdo cada termo da soma acima serd
estritamente negativo, o que é uma contradigao.

8. E facil perceber que a + b = 3¢ e que ¢ + d = 3a. Somando e subtraindo membro a
membro as duas igualdades obteremos b+d=2(a+c¢) eb—d=4(c—a). Como a
é raiz de 22 — 3cx — 8d = 0, segue que

a? —3ac —8d =0 (1).

Do mesmo modo, como ¢ é raiz de 2 — 3az — 8b = 0, temos que

¢ —3ac—8d =0 (2).

Subtraindo as igualdades (1) e (2) e utilizando as rela¢oes anteriormente obtidas,
vem:

a?—c=8(d—b)= (a—c)la+c)=8x4(a—c). Como a— c# 0, concluimos que
a+c=32.

Portanto, a + ¢ =32 e b+d =2(a+ c¢) =64, donde a + b+ ¢+ d = 96.
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9. Seja z uma raiz complexa do polinémio. Vamos provar que |z| > 1. Suponha que
|z| <1, entdo 2" + az = —p, entao:

p= " +az| =|zll2" 7 +a| <[z + o] <1+ ]al,

contrariando o fato que p > |a| + 1. Agora, seja f(x) = g(x)h(z) uma decomposi¢ao
de f(x) em polindémios com coeficientes inteiros entao p = g(0)h(0), entao |g(0)| =1
ou |h(0)] = 1. Suponha que |g(0)] = 1. Se z1, 29, ..., 2z sdo raizes de g(z) entdo
s@o também raizes de f(x), assim:

1=19(0)] = |z122. .. 21| = |21]]22] - - - |2k| >,

que é uma contradigao.

10. Sejam rq, 79, r3 € 14 as raizes da equacao, entao:

7’1-7’2-7’3-7’421.

Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos que:

T T2 T3 T4
E+Z+€+§></T_1.T_2.T3.T_4
- 8

ou seja, aconteceu a igualdade entre as médias, portanto:

rn_re 13 a1
2 4 5 8 17

11. Temos que x| + 22 = —m e x1 - Ty =

P(mi’) — P(:E%) = 3x? + 3mxi{’ +m?—1- (3xg + 3mx§’ +m? — 1)

= 3(af — 28) + 3m(af — 23)
= 3(af + 23)(z} — 23) + 3m(a] — z3)
3(3:‘3’ — x%’)(a:‘i’ + a:% +m).
m2—1

Mas 3 + 23 = (71 + 22)® — 3v122(21 + 22) = (—-m)> — 3 3

23+ 23 +m=0= P(z}) = P(a3).
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12.

13.

14.

15.

Vamos admitir a existéncia do polinémio. Pelo teorema do resto P(z) = (x —
4)Q(z) + 1, sendo Q(x) um polinémio de grau 2 com coeficientes inteiros. Entao

1
P =2=(T"T-49)Q(M+1=Q(7) = 3 que nao ¢ inteiro, contrariando o fato que

Q(x) possui coeficientes inteiros.

Sejam f!(x) = f(x) e para cada n > 1, f**(z) = f(f"(z)). Sejam A; = 2007 — 4,

—2007 + VA
T = % Temos f(x; = 0. Vamos mostrar por indu¢ao que existe uma
—2007 + A
sequéncia de reais positivos (A,) tal que, definindo z,, = #, temos

f(xpy1) = x,, para todo n, donde f*"*(z,.1) = f"(z,) = 0. Para isso, note que a

g 2007+ V&
2

maior raiz de z2+2007z+1 = z,, yonde Ay = 2007% —4+4x,, =

2007% — 4018 + 2v/A,, > 0.

a=\4+Vd+a=

a>=4++V5+a=

a?—4=+vV5+a=

a*—8a* —a+11=0.
Analogamente,

bt — 82 —b+11=0,

c4—802—|—c+11:0,

d* —8d* +d+11=0.
Seja f(z) = 2% — 822 —x + 11 e g(x) = 2* — 822 + 2 + 11. Entdo a e b sido rafzes de
f(x) =0, e c e dsio raizes de g(x) = 0. Mas f(—z) = 2* — 822 + x + 11 = g(z).

Entao, as raizes de f(z) = 0 s@o a, b, —c e —d. Portanto, pelas relagdes de Girard
temos que ab(—c)(—d) = abed = 11.

(a) Se b > c entdo (a + 1)2 — 4(b — ¢) é um quadrado perfeito menor e de mesma
paridade que (a + 1)2. Portanto,

(a+1)2—4(b—c) < (a—1)>

assim a + ¢ < b, contrariando a desigualdade triangular. O caso b < ¢ é andlogo.
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16.

17.

18.

19.

(b) Se a? + b? > 2 entdo (2ab + 1)? — 4(a® + b* — ¢?) é o0 quadrado de um niimero
impar menor que 2ab + 1. Portanto,

(2ab+1)% — 4(a* + b* — %) < (2ab — 1),

2

assim ¢ < (a — b)?, contradicdo. O caso ¢? > a? + b? é andlogo.

(c) Se a equagao tem raizes inteiras, entdao (a? + b2 + c2 +1)? — 4(ab + bc + ac) é um
quadrado perfeito menor e de mesma paridade que (a? + b? 4 ¢ + 1)2. Portanto,

(@ + 0>+ +1)2 —4(ab+bc+ac) < (@ + v+ +1)? <
(a—=b2+b-cP+(c—a)P<0e
a=b=c
A primeira equacao garante que a + b + ¢ = —3. A segunda equacgao garante
que t = —(a 4+ b)(b+ ¢)(c + a). Segue que t = —(3 — ¢)(3 — a)(3 — b), ou seja,

t =27+ 9(a+ b+ c) + 3(ab + ac + be) + abe. A primeira equagdo garante que
ab+bc+ca=4eabc=11, entao t =27 — 27+ 12 + 11 = 23.

Usando o algoritmo da divisdo temos que P(z) = Q(z)(2?+1)+22 —x+1. Portanto,

4 4

4 4 2 4
ZP(zi):Zz?—Zzi—l—él:(Zzi) —QZZiZj—ZZi+4-
i=1 i=1 i=1 1

i=1 i<j =

4
Usando as relagoes de Girard, temos que Z P(z)=142—-1+4=6.
i=1

Todos os coeficientes do polinémio
f@)=(@+a)z+b)(z+c)—(z—d)(z—e)(z—f)
= Sa? + (ab + be + ca — de — ef — fd)x + (abc + def)

sao multiplos de S. Entao, f(d) = (a + d)(b + d)(c + d) é um multiplo de S. Isto
implica que S é composto pois a + d, b+ d e ¢ + d sdo menores que S.

Seja P(z) = (v —a)(x —b)(z —¢) = 2® — (a + b+ c)x?® + (ab + bc + ca)x — abe
1 1

um polindmio cujas raizes sao a, b e c. Mas ab + bc + ca = abc <— + 5 + —) €7,
a c

portanto P(x) possui coeficientes inteiros. Pelo teorema das raizes racionais temos

que a, b e ¢ sdo inteiros. Sabemos que a, b e ¢ sdo positivos entdo nosso problema

1 1 1
é achar todos os valores de a, b e ¢ tais que — + — + — é natural. As solucOes sdo:

a C
((1, bv C) = (17 17 1)) (17 27 2)7 (37 37 3)) (27 47 4)7 (27 37 6)
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20.

21.

22.

Sejam P(z) = 22 + z e Q(z) = 2% + 2. E facil ver que P(2) = Q(2) = 6. Suponha
que A(z) e B(z) sdo dois polindmios quaisquer tais que A(2) e B(2) sao divisiveis
por 6. Segue que A(2) + B(2), A(2) — B(2) e A(2) - B(2) sao todos divisiveis por 6.
Portanto, qualquer polinémio R(z) gerado tem R(2) divisivel por 6. Como T'(x) =
tem 7'(2) = 2 entao T'(x) = x nunca aparecera no quadro.

Sejam x1, w9, x3 € x4 as raizes tais que x1x9 = —2, (0). Pelas relagoes de Girard
temos que:
x1+xo+x3+ 24 =5, (1)

, (2)

T1T2 + 13 + 14 + T2X3 + ToXy + T3x4 =

= ®»

11
T1X2X3 + T1X2T4 + T1X3T4 + ToT3Ts = 5 (3)

1
T1X2X3T4 = —5. (4)

Das equagoes (0) e (4) temos que
1
T3xyg = Z

Fatorando a equagao (3) e, em seguida, substituindo os valores de z1x9 e z3x4 temos:

11
(‘Tl + $2)$3x4 + (xg + LE4)£1LL’2 = —7 =

1 11
Z(xl +x2) — 2(%3 +a:4) = —7.

A dltima equacao e (1) garantem que z; +x2 = 2 e 3+ x4 = 3. Fatorando a equacao
(2) e substituindo os valores ja encontrados temos que

=

= ®»

r129 + (331 + xg)(ajg + a:4) + x374 =

s =17.

3
As raizes do polinémio sdo z12 =1=+ V3e T34 = 3 +4/2.

Precisamos provar que f(z) + f(7 —x) = 7 possui solugao. Seja g(z) = f(z)+ f(7—
x)— 7. E facil ver que g é um polinémio com grau no méximo 2. Temos que g(2) < 0
e g(3) > 0. Segue que g(x) = 0 possui pelo menos uma raiz real.
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23.

24.

25.

E facil ver que Q(z) = aP(x) 4 b(z'%® + 21997 4 ... +1). De Q(0) = Q(—1) temos
que a(P(0) — P(—1)) = 0, entdo a = 0. Com isso, Q(x) = b(x'9%® + 21997 + . 41,
com b # 0 pois Q(0) # 0. E facil ver que Q(z) nao possui raizes positivas. Para x < 1
temos

P98 4 997 1=+ )+ 2@ D)+ e+ 1) +1>1,

e para x € (—1,0),

21998 L 19T 1= 9 )+ 42?4+ D)+ +1>0.

Conclusao: Q(z) nao possui raizes reais.

Temos que (x + 1)P(z) = (x — 10)P(z + 1) mostra que P(z) ¢é divisivel por (z —10).
Trocando x + 1 por z na igualdade inicial temos que zP(z — 1) = (x — 11)P(x), ou
seja, P(z) é divisivel por z. Entao P(x) = z(x — 10)P;(x). Substituindo na equagao
original e cancelando os termos temos que

xPy(x) = (x —9)Pi(x+1).

Repetindo o argumento encontramos Pj(z) = (z — 1)(z — 9)P2(z) e P(x) = z(z —
Dz —2)...(z —10)Q(x), em que Q(z) = Q(z + 1). Segue que Q(x) é constante, e
a solucao do problema é

P(x) =ax(x —1)(z — 2)...(z — 10),

em que a é uma constante arbitraria.

Seja m o grau do polinémio P(x), entao

P(z) = apz™ + 1™+ .+ ap.

1 m 1 m—1
Usando binémio de Newton para (m + —> e <:17 + —> temos que
n n

m(m — 1)

2am =™ + 2am—12™ ! + 20, 22™ % + ay, ——2" 7 4+ Q(x)

n
= 24, 2™ + 2012 + 2a,,_0x™ 2 + R(x),

em que @ e R sao polindmios de grau no maximo m — 3. Comparando os coeficientes
m(m — 1)

n2
entdo m(m — 1) = 0, ou seja, m = 0 ou m = 1. Uma simples verificacao garante que
todos os polinomios de grau 0 ou 1 satisfazem a condicao inicial.

encontramos a, = 0. Mas a,,, # 0, pois é o coeficiente lider do polinémio,
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