Polos Olimpicos de Treinamento
Curso de Algebra - Nivel 3 Aula {7

Prof. Cicero Thiago / Prof. Marcelo Mendes

Miscelanea sobre raizes de polindmios 11

Definigao 1: Seja P(z) = apz™ + ap_12" ' + ... + a1z + ag um polinémio com a, # 0 e
n > 0. Definiremos P'(z) = napa™ ' + (n —1)a,—12" "2 + ... +a; como sendo o polinémio
que é a derivada do polinémio P(x). As derivadas dos polinémios P(z) e Q(z) satisfazem
(1) P(z) = k, k constante = P’'(z) = 0.

(2) (P+@Q)(z) = P'(z) + Q'(x).

(3) (P—=Q)(z) = P'(z) — Q'(x).

4) (P-Q)(z) = P'(2)Q(z) + P(x)Q'(x).

Como consequéncia de (3) temos que se x1, g, ..., T, sao raizes de, um polinémio de grau
n, P(z), entao
P'(x) 1 1 1

P(z) =—ux w—x2+“'+x—wn'

Em seguida, um teorema bem interessante sobre raizes muiltiplas de um polinémio.

Teorema 1. Se r é raiz de multiplicidade m do polinémio P(z), entdo r é raiz de multi-
plicidade m — 1 do polinémio P'(z).

Demonstracdo. Temos que P(z) = (z — )™ - Q(z) = P'(z) = m(z — r)™'Q(x) + (z —
r)"Q'(z) = (x—r)""m-Q(z)+(z—7)-Q'(x)] e, como m-Q(r)+(r—7)-Q'(r) = m:Q(r) #0,

ou seja, r é uma raiz de multiplicidade m — 1 de P’(x).

1. Determine um polinémio P(z), de grau 5, tal que P(z) + 1 é divisivel por (z —1)3 e
P(z) — 1 é divistvel por (z + 1)3.

Solugdo. Se 1 é uma raiz de multiplicidade 3 de P(z) entao 1 é raiz de multiplicidade
2 do polinémio P’(z). Da mesma forma —1 é uma raiz de multiplicidade 2 de P'(x).
Segue que P'(z) é divisivel pelo polinémio (z—1)?(x+1)%. Mas, P/(x) é um polindémio
de grau 4. Entao,

P'(z) = clz —1)*(x + 1)? = e(z* — 222 + 1),



POT 2012 - Algebra - Nivel 3 - Aula 7 - Prof. Cicero Thiago/ Prof. Marcelo
Mendes

1 2
para alguma constante c. Agora, P(x) = c¢- <gw5 — gwg + w) + d, para c e d reais.
15 3 5 15
Como P(—1)=1e P(1) = —1, entao ¢ = -5 © d=0e P(x) = —§:E5 + Zaz?’ -3

Vamos ver uma outra solugao.

Note que (z —1)? divide P(z) + 1 e P(—x) — 1, entdo (x — 1) divide P(z) + P(—x).
Além disso, (z+ 1) divide P(z) —1 e P(—z)+1, entdao (z —1)3 divide P(x)+ P(—z).
Dessa forma, (z—1)3(x+1)3 divide P(z)+ P(—x), que é um polinémio de grau 5, as-
sim P(z)+ P(—x) = 0, Vz. Portanto, os coeficientes dos termos de grau par de P(x)
sdo iguais a zero. Agora, P(z)+1 = (v —1)?(A2? + Bx —1). Com isso, B—3A=0e

3+3B—A=0,o0useja, A= 3 eB= —g. Finalmente, P(z) = —§x + -

8 g" Tt "
2. Sejam x1, T2, ..., Tn_1, as raizes diferentes de 1 do polinémio P(x) = 2" —1, n > 2.
Prove que
1 1 1 n—1
+ ...+ = .
T—x1 X — Ty T — Tp_1 2
Solugdo. Seja R(x) um polindémio de grau n — 1, cujas raizes sdo x1, 2, ..., Tp_1.
Segue que
R'(x) 1 1 1
= + +. ..t
R(z) x—x1 =—x9 T — Tp_1
" —1 1 —92 =
Por outro lado, R(z) = ——1 = 2" 42"+ ..+ o+ 1, entdo R(1) = n e
"L‘ —
-1
R1l)=n—-1)+n—-2)+...+1= % Dessa forma,
1 n 1 P 1 _R(1) n-1
-2 l—x9 ~°° 1—x,1 RO 2 °
x? "
3. Prove que o polinomio P(z) =1+ 1 + o RIEEE nao possui raizes multiplas.
! n!

Solugdo. O polindémio P possui uma raiz miltipla r se P(r) = P'(r) = 0. Mas
n n

P(z) = P'(x)+ x_' Dessa forma, se r for uma raiz entdao P(r) = P'(r)+ T—' < r=0.
! n!

Por outro lado, P(0) = 1. Assim, P nao possui raizes multiplas.

5

4. Determine a para que —1 seja uma raiz miltipla de P(z) = 2° — az? — az + 1.

Solugdo. Temos que P(—1) =—-1—a+a+1=0. Mas, P'(-1)=0=5+2a—a=
0&a=-5.
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5. Prove que (z — 1)%|na™*! — (n + 1)2™ + 1.

Solugdo. Temos que P(1)=n—(n+1)+1=0e¢ P'(1)=n(n+1)— (n+1)n =0.
Portanto, 1 é raiz com multiplicidade 2.

Exercicios propostos

1. Sejam z1, Zo, ..., T, as raizes do polinémio 2" + z"~! + ... 4+ x + 1. Prove que

! + L +...+ L
l—2y 1—z9g 1=z, 2

2. Demonstre que, se a equacdo x> —ax +b = 0 (ab # 0), com a, b reais, tiver uma raiz
dupla, entao a serd sempre positivo.

3. (ITA) Seja k € R tal que a equacio 22> + 7z + 42 + k = 0 possua uma raiz dupla e
inteira x1 e uma raiz xs, distinta de z1. Entao, (k + z1)z2 é igual a

(a) —=6. (b) =3. (c) 1. (d) 2. (e) 8.
4. Prove que (z + 1)2[2#"+2 + 2020+ 4 1.

5. Determine todos os polinomios P (), com coeficientes inteiros, que satisfazem P(P’(z)) =
P'(P(x)), Vz € R.

6. Se a equacdo =3 + ax?® 4+ 3z + 1 = 0 tem raiz tripla, qual o valor de a?

7. Sejam P(z) e Q(z) polinémios com coeficientes complexos, de grau maior ou igual a
1, tais que P(z) = 0 se, e somente se, Q(z) = 0e P(z) = 1 se, e somente se, Q(z) = 1.
Prove que os polinomios sao iguais.

Solugoes/Sugestoes

1. Vamos fazer uma solugao com uma idéia diferente das que foram trabalhadas nessa
aula. Observe o polinémio com raizes

1
_1—xk’

Yk k=1,2,...,n.

Da igualdade acima temos que
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em que xj é uma raiz de 2" + 2" ! 4+ ...+ x + 1, dessa forma

—1\" —1\"! 1
(yk > +<yk > TN [ )
Yk Yk Yk

A 1ltima igualdade é equivalente a
e T e (7 VR ()
Segue que y; é uma raiz do polinémio

Pa)=(z—-1)"+z@z—-1)""1 4. 42" e —1)+ 2™

Queremos calcular
Yy1+y2+...+ Yn-

Observe que

P(:E):(n+1)$"—x"_1<<711>—|—<n11>+...—|—<1>>+....

Usando relacoes de Girard, temos que

D+ + (1) nle+1) n

4. Seja P(x) = 22 4 22?7+ 1 1. Entdo, P(-1) =1-2+1 =0e P/(1) =
—(4n+2)+2(2n+1) =0.

5. Vamos primeiro considerar o caso em que n > 2. Seja P(z) = anz™ + Ap_1z™ 1 +
...+ ag, a, # 0. Entao

P'(z) = napz" ' 4+ (n— Dap_12" 2 + ... +ay.

Fazendo a identidade dos coeficientes de (") na igualdade P(P'(x)) = P'(P(x)),
obtemos

n+1 n__..n
a, nC=a, - -n.

1

Isto implica que a,n™* = 1, ou seja, a, = . Como a, deve ser inteiro, entao

n—1
n =1, o que é uma contradigdo. Se n = 1, entao P(x) = ax + b. Dessa forma, temos
que a2+ b=a < b=a—a’ A resposta do problema sdo todos os polinémios da

forma P(z) = az? + a — a?.
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