Polos Olimpicos de Treinamento
Curso de Algebra - Nivel 3 Aula (&

Prof. Cicero Thiago / Prof. Marcelo Mendes

Aplicacoes de raizes da unidade

Nesta aula vamos nos concentrar nas raizes do polinémio
n
P(z) =z" —1,

em que n é um inteiro positivo. As raizes desse polindmio sdo chamadas de raizes n -
ésimas da unidade. E fécil ver que 1 é uma raiz desse polindémio. Mas quais sao as
outras? Quais as aplicagoes legais dessas raizes?

Teorema 1. As raizes de P(z) = 2™ — 1 sao

2k 2k
wk:cos<%>+i-sin<7ﬂ>, 0<k<n, keZ.

Demonstracao. Use o Teorema 2 da aula 5.

Dessa forma
wg=cos0+17-ss8in0 = 1;
20 . . 27
W] =Ccos — +1-8ln — = w;
n n

47 . . Arx 9
W9 = COS — + 181N -— = W%;
n n

2(n — 1) 2(n — )

Wp1 =008 ——2— 4 j.gin—~— 2 ="l
n n

As raizes n - ésimas da unidade determinam um poligono regular inscrito em um circulo
unitédrio tal que um dos vértices é o ponto (1,0).

Para n = 3, as raizes cibicas da unidade sao

2k 2k
W :cosTﬂ—ki-sinTﬂ, ke {0,1,2},
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ou seja,
2 2 1 3
W()Zl, WIZCOS?T—FZ"SiH?Tr:—i—Fi.g:w
e
47 L. T 1 ) \/g )
Wy =CO0S — +1-SlN— =—— —1-— =w".
3 3 2 2

As raizes cibicas da unidade determinam um triangulo equildtero inscrito em um circulo
com centro em (0,0) e raio 1, como podemos ver na figura a seguir.

w

—

0 1 @
w2
Exercicios resolvidos
1. Prove que 1+ w+w? + w4+ ...+ w1 =0em que 1, w, w?, w3, ..., w" ! sd0 as
raizes n - ésimas da unidade.
Solucao.
Temos que
2 3 no1_ 2" —1
l+z4+2+2+...+2 =
z—1
. 2 3 net_ W1
Assim, fazendo r = w, temos 1 + w4+ w* +w’ + ...+ w = 1 =0.
w —

2. Caleule (*4°) + (%) + (%) + ..+ (319).

Solucao.
Seja

2000
Fl@) = (14 2)200 — Z (20}?0) ok

k=0
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S

. Entdo, w? =1 e w? +w+1=0. Entdo

2000 n 2000 n 2000 T 2000
2 ) 8 2000
= f(1) + wfw) + o’ f(w?)
— 92000 | (1 4 0)2000 | (2 (] 4 ,2)2000
92000 4 ()20 422000

22000 + w2 tw= 22000 —1.

1
eja w 2+z

3

A~ o

Dessa forma o valor da soma é

22000 -1
3
3. (Leningrado) Dizemos que uma sequéncia ag, a1, ..., a, de numeros reais é p -
g q q ) > ) p

balanceada para algum inteiro positivo p se
apg+ap+agy+...=a1+apt1 +app1t+ ... =... =

=ap-1+agp-1+agp-1....

Se a sequéncia ag, a1, ..., aq9 € p - balanceada para p =3, 5, 7, 11, 13, 17, prove
que ag = a1 = ... = ayg = 0.
Solucdo. Suponha que a sequéncia ag, ai, ..., a, é p - balanceada para algum p e

seja S o valor das somas

agtaptag+..., a1+ apy1 +agpt1+..., ooy Gp—1 tap-1+ag—1+....

O préximo passo é introduzir o polinémio P(x) = a,z" + anp_12" "1 + ... + a1z + ao.
Seja w uma raiz p - ésima da unidade (w # 1), ou seja, wP = 1. Assim, W" = WPT" =
WP = W3+ = | paracadar =0, 1, 2, ..., p— 1. Dessa forma, w* é igual a

alguma das poténcias bésicas 1, w, w?, ..., wP~! para todo inteiro positivo k. Entao

P(w) = anw"™ + ap_1w" 4 ...+ a1w + ag
= (ap+ap+agy+...)+(a1+api1+agpr1+.. Jwt. .. (ap_1+agy 1+azp_1+.. JwP
=Sl+w+w+...+wP H=0.

Portanto, w é uma raiz de P. Voltando ao problema, o polinémio P possui grau 49.
Dessa forma, para p = 3 o polindmio possuird duas raizes, para p = 5 o polinémio pos-
suird quatro raizes e, assim sucessivamente, até que para p = 17 o polinébmio possuira
16 raizes. Finalmente, o polinémio P terd 2+ 446+ 10+ 12+ 16 = 50 raizes. Como
P possui grau 49 entao ele sera identicamente nulo, ou seja, ag = a1 = ... = ag9 = 0.
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4. (USAMO) Se P(z), Q(z), R(z) e S(x) sdo polinémios tais que P(z°) + zQ(x%) +
2?R(2%) = (z* + 2% + 2% + 2 + 1)S(x), prove que (z — 1) é um fator de P(x).

Solucgao.
. 27 . 2 . L.
Seja w = cos — + i - sin —, ou seja, w® = 1. Substituindo z por w, w?, w? e w? na

igualdade P(z°) + 2Q(z°) + 22R(2%) = (z* + 2® + 22 + 2 + 1)S(x), temos
P(1) +wQ(1) +w?*R(1) = 0,
P(1) +w?Q(1) + w*R(1) = 0,
P(1) +w’Q(1) + wR(1) =0,
P(1) +w'Q(1) + w’R(1) = 0.

Multiplicando cada uma das equacdes acima por —w, —w?, —w> e —w?, temos

—wP(1) — w?Q(1) —w?R(1) = 0,
2P(1) = w'Q(1) —wR(1) = 0,
3P(1) —wQ(1) — w'R(1) = 0,
—wiP(1) —w?Q(1) —w?R(1) = 0.

—W
—Ww

Somando as 8 igualdades e usando o fato que 1 + w + w? + w3 4+ w?* = 0 encontramos
5P(1) =0« P(1) =0, ou seja, x — 1|P(z).

5. Mostre que para cada n € N maior que 1 vale

. T . 2m 3w . (n—=17 n
sin — sin — sin — ... sin = T
n n n n 2n=
Solucao.
) 2r . . 27w . .
Sejam 1, w, w?, ..., w" 1 w = cos — + i - sin —, as raizes do polinémio =™ — 1.
n n
Assim,

" —1=(z—1)(z—-w)(z-—w?).. (z-w").
Se dividirmos os dois lados da igualdade acima por z — 1, encontraremos

"tz l=(z—w)(z—-wH) ... (z -
Fazendo x = 1 na tultima equacao temos

n=(1-w(l-w?)...1-w".
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A 1tltima igualdade implica que n = |1 — w||1 —w?|...|1 —w™ !|. Usando a definicao
de médulo de um niimero complexo temos

2km\” 2k / 2k k
|1—wk|=\/<1—cos—ﬂ> —I—Sin2—7T: 2~ 2cos 2L = 9gin -~
n n n n

para k=0, 1, ..., n— 1. Multiplicando tudo encontramos a igualdade desejada.

Exercicios propostos

1. (ARML) Seja z uma raiz de 2% — 1 = 0, com z # 1. Determine o valor de 2! + 216 +
AT 44 2%,

1
2. (AIME) Seja z um numero complexo tal que z + — = 2cos 3°. Determine o menor
z

1
2000

mteiro maior que z 22000 .

3. (Harvard - MIT) O polinémio f(x) = 22°07+17220% 41 tem raizes distintas rq, 9, ...,

1
ro007- Um polinémio P de grau 2007 tem a propriedade que P (rj + —) = (0 para

j
P(1
7=1, ..., 2007. Determine o valor de P((—i)
4. (OCM) Seja Aj, Ag, ..., A, os vértices de um poligono regular de n lados inscrito

na circunferéncia unitaria S e A um ponto dessa circunferéncia. Encontre o valor
méaximo do produto P dos n segmentos A1 A, AsA, ... A, A e a posicao de A para o
qual esse maximo ocorre.

5. Prove que para todo natural n e « real satisfazendo n > 1 e sina # 0, o polinémio

P(z) = 2" sina — rsinna + sin(n — 1)«
é divistvel pelo polinémio Q(z) = 2 — 2z cosa + 1.
6. (AIME) A equacao
204+ 13z — 1)1 =0

possui 10 raizes complexas ry, 71, T2, T2, T3, T3, T4, Ta, T's, T5. Determine o valor
de

1 1 1 1 1
— =+ =+ —+—=
riTy  Ter2  T3T3 T4Tq4 T5T5
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7. Seja f(x) = 220044222003 4 32,2002 " 12004242005 e z = cos <m

Expresse o produto

FFE) . f)

b em que @ e b sdo inteiros.

na forma a

)+isin (5555)
.SIn | —— .
S\ 1003

8. (AIME) Seja v e w nimeros distintos escolhidos arbitrariamente entre as raizes de
21997 — 1 = 0. Determine a probabilidade de acontecer /2 + v/3 < |v + w|.

9. (Roménia) Seja U, o conjunto das raizes n - ésimas da unidade. Prove que as

afirmagoes a seguir sao equivalentes:
a) existe um «a € Uy, tal que 1 + « € Uy;
b) existe 8 € U, tal que 1 — 3 € U,,.
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