Polos Olimpicos de Treinamento
Curso de Algebra - Nivel 3 Aula |9

Prof. Cicero Thiago / Prof. Marcelo Mendes

Somas de Newton

Chamaremos de somas de Newton as somas das k - ésimas poténcias das raizes de um
polinémio. Iniciaremos este material com alguns problemas que servem de motivagao para
a sequeéncia da teoria.

10 10
Exemplo 1. Calcule (1 +2\/5> + <1 _2\/5> .
+5 1-5

Solucdo. Seja x = 5 V=" . Definaocy=x+y=109=x-y=-1e St =
zF 4+ y*, k natural. Temos que z e y sao raizes do polinémio quadratico P(z) = 22
Dessa forma,

—_

—z—1.

22— —-1=0(1)

Yy —y—1=0.(2)
k

Multiplique (1) por zF=2 e (2) por y*72, k > 2, assim

Adicionando (3) e (4) temos

ﬂj‘k + yk _ (ﬂj‘k_l + yk—l) _ (:L,k—2 + yk—2) —0. <
S — Skp—1 —Sp_2=0&
Sk = Sk—1 + Sk—2.

Portanto,
So=a"+y'=14+1=2.

Si=a'+yl=a+y=1
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So=S51+S=3
S3=5+51=4
Si=83+85,=7
Sy =S54+ 53=11
Se =S5+ Sy =18
Se =S5+ 54 =18
S7 =95+ S55 =29
Sg = S7+ Sg =47
Sg = Sg + 57 =176
S10 = Sg + Sg =123
Exemplo 2. Escreva Si, = 2* +¢* em funcio de Sj,_; = 2* 1+ yF~1, S5 = b2 4 ¢yF2,

or=x+4+yeos=x-y, k>2.

Solucao.
Seja P(z) = 22 — 01 - z + 03 um polindémio cujas raizes sdo z e y. Entdo,

2? — oy -z + 02 =0 (1)

y2—0'1’y+0'2:0. (2)
Multiplicando (1) por z¥=2 e (2) por y*72, k > 2, temos

e — oy ab T oy 22 =0 (3)

k

T +yk

— @ P Y o4y =0 e
Sy —01-Sp—1+02-Spo=0&
Sk =01-Sk—1— 02 Sp_2.

Exemplo 3. Escreva S, = 2F 4+ y* + 2 em funcio de Sj_; = 21 + yF~1 4 A1
Spo=ab 24 yh 242072 G s=ab B 4 b B kS o =yt 2, o0 =y tyz + 2w
eo3=uxyz, k> 3.

Solucgao.
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Seja P(z) = 2% — 01 - 22 4+ 09 - 2 — 03 um polindmio cujas raizes sdo x, y e z. Entdo,

x3—01~x2+02-x—03:0(1)

Y’ —o1- Yy’ +or-y—03=0(2)
22—y 224+ 09-2—05=0. (3)
Multiplicando (1) por z¥=3, (2) por y*~3 e (3) por 2¥73, k > 3, encontramos

b — oy oy PR oy 2P =0 (4)

Py 2F— oy (P T R oy (TR R R Y s (T T =0 e

Sy —01-Sk_1+09-Sp_o0—03-S,_3=0&
Sk =01-Sk—1— 02 Sk_2+ 03" Sk_3.

Teorema 1. (Newton) Seja P(z) = apa™ + an_12" ' + ... + a1z + ap um polinémio
e sejam 71, T2, ..., Ty as raizes do polinomio. Seja S = r’f + 7‘12“ + ...+ wa k > n.
Entao, a,S; + ap—1Sk—1 + ... + agSk—, = 0. Em particular, quando &k = n, temos
anSn + ap_1Sp-1+ ... +nag=0.

Demonstra¢do. Como 71, ro, ..., 1, S0 as raizes de P(x) entao

P(r;) :anr?+an_1rf_1—|—...+a17‘i+a0 =0,7=1,2,...,n.

Multiplicando cada uma das equacoes por rf‘” encontramos

k—1 k—
anr]f +an_1ry 4+ ... +ary " =0

anrs + an_1rh T+ Fagry T =0

k k—1 k—
anry + ap_1ry + ...+ aor, =0

Somando todas as equagdes encontramos

k k—1 k—n k—n

an(i+ . Y a0 Y T kY =0
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Sk + ap—1Sk_1+ ...+ apSg_n, = 0.

Em particular, quando k = n, Sp_, = Sy = r?+rg+. .47 =n, assim a, Sy +an_1S,_1+
...+ mnag=0.

Exercicios Resolvidos

1. Sejam 71, 79, ...,71000 as raizes de 2% — 10z + 10 = 0. Determine o valor de
P1000 | 1000y 1000

Solucgao.

Temos que aiggo, a1 € ap sao os unicos coeficientes diferentes de 0. Entéo, pelo te-
orema de Newton, Sigoo — 10S; + 1000 - 10 = 0. Como o coeficiente de 2999 é zero
temos que S1 = 0 e S1900 = —10000.
2. (Bulgaria) Sejam x e y numeros reais que satisfazem as equagoes
2242 =2
3+ y3 =2V2.
Ache o valor de z* + y*.

(a)2 (b)3 (c)4 (d)4v2 (e) ndo pode ser determinado.

Solucgao.
Seja 01 = x +y e g2 = xy e usando as ideias do exemplo 2 temos que
Sk =01 Sk—1— 02" Sp_2.
Assim
5220'1-51—0'2'50@

5220'1'01—202<:>

Sy = O'% — 2079.
Da mesma forma
5320'1-52—0'2'51@

5320'1'(0'%—20'2)—0'2-0'1@}

5320'%—301 02,
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54:01'53—0'2'52@
5420’1-(0%—301'02)—02-(0’%—202)@)

Sy = o} — 40} - 09 + 203
O enunciado diz que Sy = 2 e S5 = 2/2, assim

O'%—20'2:2

O'i)) — 30109 = 2V/2.

Queremos S; = z* + y* = Uil — 40% - o9 + 20%, com x,y reais. Por outro lado,
(02 —209)2 =22 0% — 40} 09+ 403 =4 Sy +203 =4 & Sy =4 —203. Além

disso,
Ui’—301-02:2\/§<:>

o1- (07 —309) =22 &

o7 (02 —309)% = (2V2)? &
(2+209)(2—09) =8 &
(1+02)(4—4doy+03) =4 &

4 — 409+ 03 + 409 — 403 + 05 =4 &
o5 —305 =0
o9 =0 ou o9 = 3.

Finalmente, Sy = 4 ou Sy = —14. Como z,y sdo reais temos que Sy > 0, ou seja,
Sy =4.

3. Determine todas as solucoes reais da equacao v/1 —x + v/15 +x = 2.

Solucgao.

Faca V1 —z=ae 15+ x =0, assim a* =1 — z e b* = 15 + z. Dessa forma,
at + bt = 16
a + b = 2

Seop =a+b=2eo0y =a-b Assim, Sy = a* +b* = o} —40? - 09 + 203 =
21 — 1609 + 203 = 16. Assim, g5 =0 ou o9 = 8.
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1° caso: 09 =0

a + b = 2
a-b = 0

Assim,a=0eb=20oua=2eb=0. Sea=0eb=2entdox=1. Sea=2¢e
b =0 entdao x = —15.

2° caso: 09 = 8

a + b = 2
a-b = 8

Nesse caso, a e b nao sao reais e, além disso, x nao é real.

4. (OBM) Sejam a, b e ¢ nimeros reais nao nulos tais que a + b+ ¢ = 0. Calcule os
possiveis valores de

(a® + 0%+ )2 (a? + b + )
(a® + b + ¢5)? '

Solucado. Usando as ideias do exemplo 3, ou seja, S = 01-Sg_1—02-Sk_9+03-Sk_3,
com oy =a+b+c¢, 09 =ab+ bc+ cae oz = abe.

Além disso, S1 = 01 = 0 entao

So=a’>+b*+c=(a+b+c)?—2(ab+ b+ ca) = 0% — 209 = —2079,
S3 =018y —09-51+ 035y = 303,

5420'1'53—02'52—1-0'3-51:203,

S5 =01-S1—09-S3+03-5 =—5bog - 03.
Portanto,
(@®+ b0+ (a*+b*+ct)  (303)? 205 18
(a® + b5 + ¢9)? ~ (=boy-03)2 25
5. Sejam x,y ntmeros reais ndo nulos satisfazendo x? + xy + y> = 0. Determine
< x >2001 < y )2001
+ .
r+y rT+y
Solucao.
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Observe que + Y e A 5 Y 5 = YW_1E facil ver
r+y z+y r+y r+y T*4+2xy+y m/k .
que < e sdo as rafzes de t2 —t+1 = 0. Assim, S = ( < > —|—< Y >
r+y x+y Tty T4y
satisfaz
Skr2 = Sky1 — Sk, k>0
So = 2 ST = 1

A sequéncia Sg, k >0, é 2,1,—1,-2,—1,1,2,1,... e Sy = S; para k = [ (mod 6).
Portanto, Sogg1 = S3 = —2.

Exercicios propostos

1. Sejam 71, 72, ..., rop as raizes de %Y — 19z + 2. Determine 72 + 3% + ... 4+ rZ.
2. Sejam 71, 79, ..., T9o as raizes de x2° — 1922 + 2. Determine 730 + 720 4+ ... +739.
3. Fatore 2% + 3 + 2% — 3wyz.

4. Sejam x7 e x9 as raizes do polinémio P(z) = x? — 62 + 1. Prove que z¥ + x% é um
inteiro nao divisivel por 5 para todo inteiro nao negativo n.

5. Determine todos os valores de a € R tais que as raizes z1, =2 e x3 de 2> — 622 +ax+a =
0 satisfazem
(21— 3)° + (22 — 3)> + (z3 — 3)*> = 0.

6. Mostre que se a, bec€R e a+ b+ c =0, entao
at + b1 + ¢* = 2(ab + ac + be)%.
7. Resolva o sistema de equagoes
z+y+z=2,
22 42+ 2% =6,
24yt 28 =8
8. Sejam a, b, ¢ niimeros reais nao nulos tais que a+b+c=0e a®>+b3+c* = a®+b°+°.

6
Prove que a? +b% + % = 5
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9. Seal+ ¥+ =+ +c=a+b+c=1, prove que abc = 0.

10. Determine todas as solucoes reais do sistema
r+y+z=1
$3+y3+z3+:ﬂyz:x4+y4+z4+1.
11. Prove que se a + b+ ¢ = 0, entao

a"+b"+c" AP+ a? 407+ P
7 B 5 2 ‘

12. Prove que se a + b+ ¢ = 0, entao

A®+b0+ dP+bP P a0+ P
5 B 3 2 '
13. Sejam 1 e x5 as raizes do polinémio P(x) = 22 + z + ¢. Determine o valor de c se

273 273 _
24z 2411

152 :\5/1
C_\/;+V 5 Vo

é uma raiz de F(z) = 23 + /622 — 1.

14. Prove que o nimero
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