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Prof. Cicero Thiago / Prof. Marcelo Mendes

Substituicao trigonométrica.

Um método de resolugao para equagoes e inequacoes algébricas bastante eficiente é o da
substituicao trigonométrica. Vamos ver alguns exemplos.

Problema 1. Sejam a, b, ¢ e d nimeros reais tais que a®> +b*> =1, >+ d> =1 e ac+bd = 0.
Determine ab + cd.

Solucdo. Sea’+b?>=1ec®+d>=1entdo a =sina, b=cosa, c =sinf e d = cos 3, em
que 0 < a <271 e <8< 27w Neste caso temos

ac+ bd = sina - sin f + cos o - cos f = cos(a — f3).
Pelas condi¢oes do problema ac + bd = 0 = cos(a — 3). Além disso,
ab+cd =sina-cosa+sinf - cos 8 =
%(sin 2a+sin2p) = sin(a + ) - cos(a — ) = 0.
Problema 2. Resolva a equacio 2> — 3z = vz + 2.

Solucdo. E facil ver que z > —2. Considere os seguintes casos:
1. =2 <2 <2 Faga x =2cosa, 0 <a <, aequacao resultante é

8cos®a —6cosa = \/2(cosa+ 1) &

2cos 3a = 4 /4 cos? g &

a
cos 3a = cos —.

a a
Entao, 3a — 5= 2mm, m € Z ou 3a+ 5= 2nm, n € Z. Como 0 < a < 7, as solucoes neste
caso sao

4
x =2cos0 =2, szcos%e:ancos;.
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2. 2>2 Entdo 2® —dr =x(2?> —4) >0e
2= -2)(z+1)>0s

T >vVr+2.

Portanto,

a:3—3x>x>\/a:+2,

e, com isso, nao temos solugoes.

Problema 3. Sejam a, b e ¢ nimeros reais. Prove que
(ab +bc+ca —1)2 < (a* + 1)(b? +1)(2 + 1).

~ . T T .
Solucdo. Seja a = tanx, b = tany e ¢ = tanz com —3 < zy,z < 5 Entdo a? + 1 =

2

sec?z, b2 +1 =sec’y e ¢ + 1 = sec? z. Multiplicando os dois lados da desigualdade por

(3082 T COS2 Yy COS2 2z encontramos

[(ab + be 4 ca — 1) cos z cos y cos 2] < 1.
E f4cil ver que

(ab + bc) cos x cosy cos z = sinx siny cos z + sin y sin z cos = sin y sin(x + z)

(ca — 1) cos x cos y cos z = sin z Sin x cOs Yy — COS T COS Y COS 2
= —cosycos(z + z).

Consequentemente,
[(ab + be + ca — 1) cos x cos y cos z]?

= [sinysin(z + z) — cosy cos(z + 2)]?
=cos’(r +y+2) < 1.

Problemas propostos

1. (OBMU) Resolva a equacao em R: = = \/2 +vV2—-V2+uz.

2. (ITA) Para quais valores do parametro real a existe um nimero real = satisfazendo

vV1—z2>a—z.
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3. Dados quatro numeros reais distintos no intervalo (0,1), mostre que existem dois
deles, = e y, tais que
1
0<zy/1—92—yv1—-22< 3

4. (IME) Seja a uma constante real positiva. Resolva a equagao /aVa+ va? —x? +

V3ava—+vVa2 — 22 =22z, paraz € Re 0 <z < a.
5. Determine todas as solucdes reais da equacdo = + /1 — 22 = /2(222 — 1).

6. Seja z,, uma sequéncia satisfazendo

\/gajn—l

Tyl = ———, n > 1.
T V3

Prove que a sequéncia é periddica.

7. A sequéncia x, satisfaz \/xTni12+ 2 < x, < 2 para todo n > 1. Determine todos os
possiveis valores de x19gg.

8. Sejam a, b e ¢ nimeros reais tais que ab + ac + bc = 1. Prove que

a n b n c 4abc
1—a?2 1-02 1-¢2 (1—-a®)(1-02)(1—-c?)

9. Determine o maior valor de
S=1-21)(1-y1) + (1 —22)(1 —92)

se :E%+:L"% :y%—l—y% =2
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