Polos Olimpicos de Treinamento
Curso de Algebra - Nivel 3 Aula (1D

Prof. Cicero Thiago / Prof. Marcelo Mendes

Funcoes definidas implicitamente III

Problema 1. A funcdo f satisfaz a equagdo f(x+1)+ f(x —1) = v/2f(x) para todo z real.
Prove que esta funcao é periddica.

Solugcao. Usando a equacao que foi dada temos que
flz+2) + flz) = V2f(z + 1)
= V2 |V2f(z) - f(z—1)

=2f(z) = V2f(z - 1) &
fle+2) = f(z) = V2f(x - 1).

Segue que
fle+4)=flz+2) - V2f(z+1)
= f(a) = V2[f(z+1) + f(z - 1)]
=—f(x).
Portanto,

fla+8) = —flx+4) = f(x).

Problema 2. (Ira) Seja f : R} — R* uma funcao estritamente decrescente tal que para
quaisquer x,y € R,

fla+y)+ f(f@)+ fy) = F(flx+ fy) + fly+ (@)
Prove que f(f(x)) = x.
Solucdo. Fazendo y = x temos

f2z) + f2f () = F2f (x + f(2))).
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Na dltima igualdade substitua x por f(x) entao

@)+ FRF(f(2) = FRF(f(z) + f(f(=)))).

Subtraindo as duas igualdades temos que

FRIS () = fQ2x) = FRF(f(2) + f(f(2)) = F2f (@ + (=)

Se f(f(x) > z, o lado esquerdo da tltima igualdade é um nimero negativo, entao
ff @)+ f(f(2) > flz+ f(z)) &
fl@)+ f(f(x) <z + flz),

o que é uma contradigdo. Uma contradi¢ao semelhante ocorre se f(f(z)) < x. Portanto,

f(f(@)) = .

Problema 3. (Tchecoslovaquia) Seja f : R} — R’ uma funcao tal que

fafW) + fyf (@) = 2xy,

para quaisquer z,y € R%. Prove que f(x) = x para todo =.

Solugdo. Fazendo z = y temos que f(zf(z)) = 22 e, em particular parax = 1, f(f(1)) = 1.
Assim,
P =F(fQ) - FFW) = ffA) =1
f) =1

Fazendo y = 1 na equagao original temos que f(x) + f(f(z)) = 2z. Esta condi¢ao implica
que se f(a) = f(b) entdo a = b, ou seja, f é injetora. Agora vamos fazer a substituigao

r=zf(z)ey= _» com 2> 0, e lembrando que f(zf(2)) = 2? temos:
1 1 1
r(are (2)) + o (Rreren) =200t =

z

r(zre (2) = 500
1

1
Como f é injetora segue que f(z)- f <—> = 1. Fazendo x = z e y = — na equacao original
z z

(o) o(2)

temos que
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Além disso,

Portanto,

Exercicios propostos

1. (Austrélia) Seja f : R — R* uma funcao tal que f(x + 2) = f(z — 1)f(x + 5) para
todo z € R. Prove que f é periddica.

2. (Austrélia) Prove que existe uma tunica funcao f : R* — R satisfazendo f(z) =

1
xf <;> e f(z)+ f(y) =1+ f(z +y) para quaisquer x,y € R* tais que = + y # 0.

1
3. (Austrélia) Determine todas as fungoes reais f : R% — R tais que f(1) = 5 ®

Foy) = f(2)f (g) T f)f @)

4. (IMO) Seja f : R — R tal que, para alguma constante positiva a, f satisfaz
1
fx+a)= 3 +/ f(x) — f(x)?, Vz e R.

Prove que f é periddica.

5. (IMO) Determine todas as fungoes f : R — R tais que
F@®+ f(y) = f@)* +,

para quaisquer z,y € R.



