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Sequéncias 11

1. Recorréncias lineares

Uma recorréncia linear de ordem k com coeficientes constantes em uma varidvel é

fn = Cn—lfn—l + Cn—2fn—2 +...+ Cn—kfn—k + g(n)a

em que ¢y, Ca, C3, ..., Ch_k S0 constantes e g(n) é uma funcao de n. A recorréncia linear
é chamada homogénea se g(n) = 0 e, nao homogénea, caso contrario.

2. Recorréncias lineares de ordem 2 homogéneas

Teorema 1. Seja (f,),>1 uma sequéncia de nimeros reais tal que, para todo k£ > 1 inteiro,
tenhamos

Jet2 + 7 frp1 + sfi =0,
onde 7, s sdo constantes reais dadas, sendo 7 # 0. Se a equacdo x> + rz + s = 0, chamada
de equagao caracteristica, tiver raizes reais a e 3, entdo existem constantes reais A e B,
determinadas pelos valores de f; e fo, tais que:
(a) Se a # B3, entdo f, = Aa""! + BB" ! para todo n > 1.
(b) Se a = B, entdo f, = Aa""' 4+ B(n — 1)a™~! para todo n > 1.

Problema 1. Determine o termo geral da sequéncia de Fibonacci definida por F,, =
Fona+Fpon=>2 F=F=1

Solucgao.
A equagao caracteristica associada & equagao em questao (F,, = Fj,—1 + Fj,—2) é
22 —rx—1=0,

1+v5 . 1-V5
7 =3

cujas raizes sao o = . As condicoes Fy = F5 = 1 implicam no sistema:

+ B = 1

A
1+/5 1-5
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1++/5 1-5
eB=-—

2v/5 2V/5
Fnzi<1+\/5> —L<1_\/5> , paran > 1.

cuja solucao é A =

F,:

. Obtemos, portanto, a conhecida férmula para

NAUE NAUE

Problema 2. Seja (a,)n>1 a sequéncia dada por a; = 1, as = 4 e, para todo inteiro positivo
k, agyo = bapy1 — b6ag. Calcule a, em funcao de n.

Problema 3. (Roménia TST) Considere a sequéncia (ay,)n,>0 definida por ap = a; =1 e
an+1 = l4a, — ap—1, n > 1. Prove que para todo n > 0, 2a,, — 1 é um quadrado perfeito.

Problema 4. (Ibero) Seja (a,) e (b,) duas sequéncias de nimeros inteiros que verificam as
seguinte condigoes:

(i) (IQ:O; b0:8

(11) Apt2 = 20p4+1 — ap + 25 bt = 2bpy1 — by

(iii) a2 4+ b2 é um quadrado perfeito para todo n.

Determinar pelo menos dois valores do par (a1992, b1992)-

3. Recorréncias nao - lineares

Problema 5. A sequéncia (xy,)p,>1 é tal que 1 =0 e
Tyl = DTy + /2422 + 1
para todo n > 1. Prove que todos os termos da sequéncia sao inteiros positivos.
Solucao. E facil ver que a sequéncia é crescente e todos os termos sao positivos. Temos
também que a recorréncia original é equivalente a
2 10 2 _1=0
Tpe1 — 02p2pq1 + 2, — 1 =0.
Substituindo n por n — 1 temos
2 10 2 1=
x, — 10x,xp—1 +x,_1 —1=0.
Entao, para n > 2, os nimeros z,41 € T_1 Sa0 raizes positivas e distintas da equagao
i 10xxn+w%—1 =0.
Usando as relacoes de Girard temos que
Tn+1 + Tp—1 = 102, &
Tpy1 = 10z, — 21, Vn > 2.

Como 1 = 1 e x92 = 10, segue indutivamente que os termos da sequéncia sao inteiros e
positivos.



POT 2012 - Algebra - Nivel 3 - Aula 17 - Prof. Cicero Thiago/ Prof. Marcelo
Mendes

Problema 6. Considere a sequéncia (ap)n>1 tal que a1 =az =1, a3 =199 e

1989 + anan—1

Gnp—2

Gpt1 = Vn > 3.

Prove que todos os termos da sequéncia sao inteiros e positivos.

Problema 7. (Torneio das cidades) A sequéncia x,, estd definida pelas seguintes condigoes:

1
1 =19, 290 =97, xpy2 = — —.
Tn+1

Demonstrar que existe um termo desta sequéncia que € igual a 0. Determinar o indice desse
termo.

2
a a +1
Problema 8. (China) Seja (a,) uma sequéncia tal que a; =1, ag =2 e nt2 "'2"1+ ]
an a?

para todo n > 1.
(a) Determine a,, em funcao de n.
(b) Prove que 63 < aggps < 78.
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