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Curso de Combinatoria - Nivel 2 Aula (17

Prof. Bruno Holanda

Combinatdria e Divisibilidade

Continuaremos aplicando as principais ideias que aprendemos durante o curso de Com-
binatdria em outras dreas da Matematica. Desta vez, abordaremos problemas que envolvam
algum conhecimento sobre Teoria dos Numeros.

Problema 1. (Russia 1999) Um conjunto de nimeros naturais é escolhido tal que entre
quaisquer 1999 nimeros naturais consecutivos, existe um numero escolhido. Mostre que
existem dois niimeros escolhidos tais que um deles divide o outro.

Solugao. Construa uma tabela com 1999 colunas e 2000 linhas. Na primeira linha escreva
1,2,...,1999. Defina as entradas das futuras linhas recursivamente como segue: suponha
que as entradas na linha ¢ sao k+ 1,k +2,...,k + 1999 e que seu produto é M. Preencha
alinhai+1com M +k+1,M+k+2,...,M + k+1999. Todas as entradas na linha
1+ 1 sao maiores do que as da linha 7. Além disso, toda entrada divide a entrada imedia-
tamente abaixo (e consequentemente toda entrada abaixo desta). Em cada linha existem
1999 numeros consecutivos, e assim cada linha contém um nitmero escolhido. Como temos
2000 linhas, pelo principio da casa dos pombos existem dois niimeros escolhidos na mesma
coluna. Mas dai um deles divide o outro, como desejado. |

Problema 2. (India 1998) Seja M um inteiro positivo e considere o conjunto S = {n €
N|M? < n < (M + 1)?}. Prove que os produtos da forma ab, com a,b € S, sdo todos
distintos.

Solucao. Provaremos a afirmacdo por contradicdo. Suponha o contrario, isto é, que existem
a, b, ¢, d € S tais que ab = cd. Assuma, sem perda de generalidade, que a < ¢, d.
Sejam p = mdc(a,c), g = a/p e r = ¢/p. Entao mdc(q,r) = 1. Dai, como

ab _ed _
p p

rd,

segue que ¢|d. Seja agora s = d/q. Entao b = cd/a = rs, de modo que a = pq, b = rs,
c=pred=gqgs, com p, q, r, s inteiros positivos.
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Como ¢ > a, temos que r > g = r > g+ 1. Analogamente, d > a = s > p+ 1. Assim,

b = rs
> (p+1(g+1)
= pg+pt+qg+1
> pg+2ypg+1
= a+2Va+1
> M?+2M +1
= (M+1),
uma contradicao, ja que b pertence a S. |

Problema 3. Mostre que existe um bloco de 2002 inteiros positivos consecutivos contendo
exatamente 150 primos. (Vocé pode usar o fato de que existem 168 primos menores do que
1000.)

Solugdo. Defina a fungao f : N — N por f(a) = quantidade de primos entre os nimeros
a,a +1,...,a + 2001. Como existem 168 primos de 1 até 1000, temos f(1000) > 168.
Observe que:

(i) fla+1) = f(a)+ 1 se a é composto e a + 2002 é primo;
(ii) f(a+1) = f(a) se ambos a e a + 2002 sdo compostos ou primos;
(iii) f(a+1) = f(a) — 1 se a é primo e a + 2002 é composto.

Esses trés caso sao mutuamente exclusivos. Também, temos f(2003! + 2) = 0 (verifique).
Como f decresce em cada passo por no maximo 1 e parte de 168 até chegar em 0, f(n)
deve ser igual a 150 para algum n entre 1 e 2003! 4 2, como queriamos. |

Problema 4. (Rioplatense 1999) Sejam py,p2,...,pr primos distintos. Considere todos os
inteiros positivos que utilizam apenas esses primos (ndo necessariamente todos) em sua
fatoracao em numeros primos, formando assim uma seqiiéncia infinita

ar < ag < - < Qp < ---.
Demonstre que, para cada natural ¢, existe um natural n tal que
Q41 — Ap > C.

Solucdo. Suponha, por absurdo, que exista ¢ > 0 tal que a1 —an < ¢, Vn € N. Isso
significa que as diferengas entre os termos consecutivos de (a,),>1 pertencem ao conjunto
{1,2,...,c}, logo sdo finitas. Sejam dy,ds, ..., d, essas diferengas. Seja ; 0 maior expoente
de p; que aparece na fatoracao de todos os d;.
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Considere entao o nimero M = p‘fﬁlpgﬁl---pz‘”l. E claro que M pertence a

seqiiéncia, ou seja, M = a,, para algum n. Vejamos quem serd a,y;. Por hipdtese,
existe 7 tal que a,41 — a, = d;. Como a,11 > ay,, existe um primo p; que divide a,41 com
expoente maior ou igual a «; 4 1. Caso contrario,

a1+1 _as+1 ap+1
an < Gp+1 <p11 p22 "'pkk = Qn,

absurdo. Dal, p?j+l|an = p?j +1|di, novamente um absurdo, pela maximalidade de o;.
Logo, o conjunto de todas as diferencgas nao pode ser finito e, portanto, dado qualquer
¢ > 0, existe um natural n tal que a1 — a, > c. [ |

Problema 5. (EUA 1998) Prove que, para cada inteiro n > 2, existe um conjunto S de n
inteiros positivos tal que (a — b)? | ab para quaisquer a e b distintos pertencentes a S.

Solugao. Na hora de montar qualquer exemplo de conjunto, faga sempre casos pequenos.
Considere n = 2, n = 3, n = 4, n = 5 e veja a cara do exemplo. Lembre-se de sempre
seguir um padrao nessa hora, pois se o exemplo que vocé achar para 3 tiver alguma coisa
em comum com o exemplo para 2, o exemplo para 4 for parecido com o para 3 e assim por
diante. .. Otimo! O resto sairé por indugao.

Depois de fazer alguns casos pequenos, encontramos a cara do conjunto S: dado n,
construiremos S com n elementos tal que (a — b)|a e (a — b)|b para todos a,b pertencentes
a S. Um conjunto com essas propriedades claramente satisfaz o enunciado. Comece com o
conjunto {2,3}.

Passo indutivo: suponha que encontramos um conjunto S, |S| = n, satisfazendo as condigoes
do enunciado. Seja m o minimo multiplo comum dos elementos de S. Tome o conjunto
S'={m+ S}u{m} (se X é um conjunto e a é um nimero qualquer, o conjunto X + a ou
a+X é dado por {a+z|x € X}). Logo, |S’| = n+1. Pelos casos particulares, desconfiamos
que S’ satisfaz as propriedades requeridas. Vejamos. .. Sejam d/, b’ elementos quaisquer de
S’. Podemos considerar dois casos:

L. d = m+a,b = m+b: entdo a'—b' = (m+a)—(m+b) = a—b. Como (a—b)|a, (a—b)|b
(pela hip6tese indutiva) e m é multiplo comum de a e b, segue que (a'—¥')|(m+a) =
e (a—=0b)|(m+b)=1V.

Il. dd =m+a, b =m:entdod —b =(m+a)—m=a= (a —¥V)|d e (d -V, ja
que m é maultiplo de a.

Pronto! [ |
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Problemas Propostos

Problema 6. (Ibero 1998) Encontre o menor natural n com a propriedade de que en-
tre quaisquer n numeros distintos do conjunto {1,2,3,...,999} podemos encontrar quatro
numeros distintos a, b, ¢, d tais que a + 2b + 3¢ = d.

Problema 7. (Roménia 1999) Seja p(x) = 222 — 322 4 2, e sejam

= {P(n)|n € N,n <1999},
{n?+1|n e N},
= {n*+2|neNhL

S 9 ®»
|

Prove que SNT e SNU tém o mesmo numero de elementos.

Problema 8. (Polonia 2000) A seqiiéncia p,ps,... de nimeros primos satisfaz a seguinte
condicao: para cada n maior ou igual a 3, p,, é o maior divisor primo de p,,_1 + pn_2 + 2000.
Prove que a seqiiéncia é limitada.

Problema 9. (Russia 2000) Prove que o conjunto de todos os inteiros positivos pode ser
particionado em 100 subconjuntos nao-vazios de modo que se trés inteiros positivos satis-
fazem a + 99b = ¢, entdo dois deles pertencem ao mesmo subconjunto.

Problema 10. (Lista Cone Sul 2007) Um subconjunto M de {1,2,3,...,15} ndo contém
trés elementos cujo produto é um quadrado perfeito. Determine o nimero maximo de ele-
mentos de M.

Problema 11. (Reino Unido 1999) Para cada inteiro positivo n, seja S, = {1,2,...,n}.

(a) Para quais valores de n é possivel expressar S, como uniao de dois subconjuntos nao-
vazios disjuntos tais que a soma dos elementos de cada subconjunto é a mesma?

(b) Para quais valores de n é possivel expressar S, como uniao de trés subconjuntos nao-
vazios disjuntos tais que a soma dos elementos de cada subconjunto é a mesma?

Problema 12. (Ira 1999) Seja S = {1,2,...,n} e sejam Ay, Ag,..., Ay subconjuntos de S
tais que, para quaisquer 1 < iy,19,13,74 < k, temos

|A2‘1 Uz‘li2 UAig UAZ‘4| <n-—2.

Prove que k < 272,



