Programa Olimpico de Treinamento
Curso de Combinatéria — Nivel 3 Aula {1

Prof. Carlos Shine

Contagens Elementares: Principio Aditivo e Multiplicativo

Uma das primeiras habilidades a se dominar em Combinatdria é contagem. Nessa
primeira aula, veremos como contar objetos de modo estruturado.

Somar? Subtrair? Multiplicar? Conjuntos!

O modo matematico mais eficaz de se modelar problemas de contagem é utilizar con-
juntos, de modo que todo problema de contagem se resume a encontrar a cardinalidade de
conjuntos. A principal vantagem desse método é que podemos utilizar as seguintes formulas
de conjuntos: denotando |A| como o nimero de elementos de A e sendo A e B conjuntos
de um universo U, temos:

e A C B se, e somente se, para todo x € U, x € A = x € B (inclusao)
e ANB={xe€U:x€ Aexc B} (interse¢ao)

e AUB={x€U:x€ Aouzc B} (unido)

e A\B={zxeU:x€ Aeux¢ B} (subtracdo de conjuntos)

e AxB={(a,b):a€ Aebe B} (produto cartesiano)

e Se ANB =10, |AUB| = |A| 4+ |B| (principio da adi¢ao)

e Em geral, |AU B| = |A| + |B| — |AN B| (principio da inclusao-exclusao para dois
conjuntos)

e Se AC Bentao |B\ A| = |B| — |4] (“tudo menos o que nao interessa”)

|A x B| = |A] - |B| (principio da multiplicacao)
A tabela a seguir resume as operacoes.

Palavra-chave | Operacgao de conjuntos | Operacao na cardinalidade

ou uniao (U) +/—
e intersegao (N) +/—-
mMenos subtragao (\) —

e produto cartesiano (x)
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Vejamos, com exemplos, como lidar com isso.

Exemplo 1. Esmeralda derrubou os quatro livros que tinha em uma estante. De quantas
maneiras ela pode colocar os livros de volta na estante, de modo que nenhum deles fique no
seu lugar original?

Solucao: Numeremos os livros de 1 a 4, de acordo com as suas posi¢oes originais. Seja
(a,b,c,d) os numeros dos livros, na ordem em que sao colocados de volta na estante. Assim,
devemos contar as quadruplas (a, b, ¢,d) com a, b, ¢,d sendo 1,2, 3,4, em alguma ordem, de
modo que a # 1, b # 2, ¢ # 3 e d # 4. Nesse caso, podemos listar todas as possibilidades:

A=1{(2,1,4,3),(2,3,4,1),(2,4,1,3),
(3,1,4,2),(3,4,1,2),(3,4,2,1),
(4,1,2,3),(4,3,1,2),(4,3,2,1)}

H4, assim, |A| = 9 maneiras de colocar os livros de volta a estante nas condi¢oes do
enunciado.
Comentario: Note que, em nenhum momento precisamos fazer alguma operagao de con-
juntos; mas note que os elementos de A foram listados em uma ordem especifica, que nesse
caso é a ordem lexicogrdfica, ou seja, classificamos pela primeira coordenada, depois pela
segunda, e assim por diante. E muito importante, ao listar os elementos de um conjunto,
fazé-lo em alguma ordem bem definida.

Exemplo 2. Esmeralda tem uma gaveta com senha, que consiste de trés numeros, em
sequéncia. Porém, ela esqueceu a senha. FEla se lembra de que dois dos niumeros da
sequéncia sao 17 e 24, mas nao se lembra a ordem dos numeros. Hd 40 possibilidades
para o terceiro numero. Se ela faz uma tentativa a cada 10 segundos é muito azarada, em
quantos minutos ela abre a gaveta?

Solugao: Sendo (a,b,c) a senha de Esmeralda e X o conjunto das 40 possibilidades, o
conjunto A das possibilidades de Esmeralda pode ser dividido nos conjuntos

Ay ={(17,24,z) : z € X}
Ay ={(24,17,2) : z € X}
A3 ={(17,2,24) : x € X}
Ay ={(24,2,17) : 2 € X}
As = {(2,17,24) : 2 € X}
Ag = {(2,24,17) : x € X}

Temos |4;| = 40, entao |A| = |[A1UA2U. .. Ag| = 6-40 = 240 e ela demora 240-10 = 2400
segundos, ou 40 minutos. Certo?

Errado! Os conjuntos |A;| ndo sdo disjuntos (ou seja, quaisquer dois tém intersegao
vazia). Por exemplo, (17,24,24) pertence a A; e Ay (lembre-se, gavetas com senha po-
dem ter numeros repetidos nas senhas!). De fato, as 6 sequéncias (17,24,24), (24,17,24),
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(24,24,17), (24,17,17), (17,24,17) e (17,17,24) foram contadas duas vezes. Com isso,
temos 6 tentativas a menos, e um minuto a menos. Logo |A| = 240 — 6 = 234 e o processo
demora, na verdade, 39 minutos.

099

Exemplo 3. Quantos divisores positivos de 1 sdo multiplos de 10882

Solucao: Seja n um divisor de 10% que é miltiplo de 10%®. Vamos comecar com a
condicdo de que n é multiplo de 10%%: devemos ter n = 108 - ¢, ¢ inteiro positivo. Nossa
meta é agora contar todos os ntimeros t. Além disso, 10?7 ¢ miltiplo de n, de modo que
109 =n-k < 109 =10 .tk —= t-k=10'"". Logo t deve ser divisor de 10'!.

Sendo 10 = 21 . 511 os divisores de 10! sdo da forma 2% - 5% com 0 < a < 11
e 0 < b < 11. Assim, precisamos contar o nimero de ternas (a,b) com 0 < a < 11 e
0 < b < 11, ou seja, o nimero de elementos de {0,1,2,...,11} x {0,1,2,...,11}, que é
1212 = 144.

Exemplo 4. Encontre o nimero de ternos ordenados (A, B,C) de conjuntos tais que AU
BUC=1{1,2,3,...,100} e ANBNC = .

Solucao: Considere o diagrama de Venn a seguir:

Note que para que AUBUC = {1,2,3,...,100}, nenhum dos nimeros 1,2,3,...,100
deve ficar “fora” de todos os conjuntos A, B, C' (regiao 8). Além disso, para que ANBNC =
(), nenhum desses niimeros pode estar nos trés conjuntos, ou seja, a regiao 7 nao pode
receber nimeros. Com isso, cada nimero tem 6 possibilidades de regiao (de 1 a 6 no
diagrama). Logo, devemos contar o nimero de 100-uplas (a1, ag,as, ..., aipo) em que cada
a; diz para que regiao o numero ¢ vai, ou seja, a; € 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Por exemplo,
A=DB=1{1,2,3,...,100} e C = () corresponde a (2,2,2,...,2). O total pedido é, entao,
1{1,2,3,4,5,6}190 = 6109,

Exemplo 5. Um cdédigo consiste de uma sequéncia de trés letras sequidas de trés alga-
rismos. Quantos codigos diferentes existem se o algarismo 0 e a letra O nao podem ser
utilizados ao mesmo tempo?

Solugao: H4 26 letras e 10 algarismos. As sequéncias de letras correspondem a uma terna
ordenada (a,b,c) de letras, e sdo em total de [{'A’/ B’,... Z'}|3 = 263. Dessas, 253 nao
contém a letra O e as demais, 263 — 252 as contém. Do mesmo modo, ha 10? sequéncias
de trés algarismos, dentre as quais 9% contém o zero e as demais 10° — 93 ndo contém o
zero. Com isso, podemos fazer uma tabela para cruzar as informacoes das letras e dos
algarismos:
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com letra O sem letra O
com zero Nao OK
sem zero OK OK

Nesse caso, a contagem pode ser feita de varios modos. Uma maneira é contar to-
dos os casos e descontar os que nao interessam, ou seja, sendo A o conjunto dos pares
(seq-letras, seq-algarismos) e B, dos pares (seq_letras_com_O, seq-algarismos_com_zero),
queremos

|A\ B| = |A| — |B| = 26% - 10° — (26 — 25%) - (10° — 9?).

13 b

Em problemas com “... pelo menos um...” costuma ser mais facil contar todas as

possibilidades e depois eliminar as possibilidades indesejadas.

Exemplo 6. Qual é a probabilidade de que um niumero inteiro positivo menor do que 1000
tenha pelo menos um algarismo 1 em sua representacdo decimal?

Solugao: Ha 999 inteiros positivos menores do que 1000. Desses, contemos os que nao tém
algarismo 1: hé 8 de um algarismo (2 a 9), 8-9 de dois algarismos (8 possibilidades para o
algarismo das dezenas — lembre-se, niimero nao comega com zero! — e 9 para o algarismo
das unidades) e 8-9-9 de trés algarismos. Assim, sendo A o conjunto dos nimeros inteiros
menores do que 1000 e A; o conjunto dos niimeros inteiros de ¢ algarismos sem 1 na sua
representacao decimal, queremos

|A\ (A1 U Ao U Ag)| = |A| — (JAy| + |Ag| + |A3])) =999 —8 —8-9—8-9 -9 = 271,

e a4 271
de modo que a probabilidade pedida ¢ ggg-

Exemplo 7. Mariana tem tinta guache de 8 cores diferentes e quer pintar os quatro qua-
dradinhos unitdrios de um quadrado de lado 2 de modo que casas que tém um lado comum
tenham cores diferentes. De quantas maneiras ela pode fazer isso? Duas colorac¢des sao
iguais se uma pode ser obtida a partir de outra através de uma rotagao.

Solugao: De acordo com o enunciado, as quatro pinturas a seguir devem ser consideradas
iguais:

Al| B cl|A D|C B|D
C|D D | B B| A Al C

Entdo o problema é simples: basta tomar o total, 8%, e dividir por 4: 8%/4 = 1024.
Certo?

Errado! Imagine se fossem 7 cores; o total seria entdo 7*/4, que nio é inteiro. Onde
esta o erro?

O erro nio esta na multiplicacio 8*: de fato, queremos contar as quadruplas (A, B, C, D)
e tirar as repetigoes, ja que (A, B,C, D), (C,A,B,D), (D,C,B,A) e (B,D,A,C) devem
ser consideradas iguais. O problema é que nem sempre dividimos por 4. Existem situagoes
em que dividimos por 2 ou nem dividimos (ou seja, ndo hé repetigdes). Veja os exemplos:

A| B B| A Al A
B| A A| B Al A
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Quando ocorre cada caso? Basta observar os quatro casos

Al| B c| A D|C B|D
C|D D | B B| A AlC

e verificar quando ocorre repeticdo. Os dois primeiros soa iguais quando A = C, B = A,
D =B e C = D, ou seja, quando as quatro cores sao iguais. Nesse caso, os quatro sao
iguais, e nao precisamos dividir. De fato, se dois vizinhos sao iguais todas as quatro cores
sdo iguais. Agora, se o primeiro e o terceiro sdo iguais, A = D e B = C. Se A = B,
obtemos o caso anterior, entao A # B.

Entao acontece que s6 os dois casos que listamos se repetem menos (uma ou duas vezes).
Assim, ha 8 possibilidades que nao se repetem e 8 - 7 (8 escolhas para A, 7 para B) que
representam duas repeticoes. As demais 8* — 8 — 8 - 7 sdo repeticdes de quatro vezes. Com

isso, o total é
8-7 8 -8-8-7
8+ 5 + 1 = 1044.

Observagao: So6 para ter certeza: se fossem 7 cores, o total seria

76 T*—7—-7-6
7 = 637.
+ 2 + 4

Um inteiro!
Problemas

Agora tente esses problemas. Lembre-se:
e Defina bem o conjunto que vocé quer contar;

e Tome cuidado para nao esquecer de contar algum elemento (“Falta alguém?”) ou
contar repetido (“Contei alguém duas vezes?”);

e Sempre que possivel, faca a divisao em casos com conjuntos disjuntos;
e Seja extremamente organizado;

e Tenha em mente que ha varias maneiras de se fazer uma contagem.

1. (OBM) Considere todos os numeros de trés algarismos distintos, cada um igual a 0,
1, 2, 3 ou 5. Quantos desses nimeros sao multiplos de 67

2. (OBM) Esmeralda escreveu (corretamente!) todos os nimeros de 1 a 999, um atrds
do outro:
12345678910111213...997998999.

Quantas vezes aparece o agrupamento “21”, nesta ordem?

3. Quantos quadrados tém como vértices pontos do quadriculado 10 x 10?7
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10.

11.

12.

(OBM) Quantos ntimeros entre 10 e 13000, quando lidos da esquerda para a direita,
sao formados por digitos consecutivos e em ordem crescente? Exemplificando, 456 é
um desses ntmeros, mas 7890 nao é.

(OBM) O piso de um quarto tem forma de um quadrado de lado 4 m. De quantas
maneiras podemos cobrir totalmente o quarto com oito tapetes iguais de dimensodes
lme2m?

(OBM) Entre treze reais nao nulos hd mais nimeros positivos do que negativos.
Dentre os 13#212 = 78 produtos de dois dos treze nimeros, 22 sao negativos. Quantos
numeros dentre os treze nimeros dados sao negativos?

. (OBM) Um ntmero natural A de trés algarismos detona um ntimero natural B de

trés algarismos se cada algarismo de A é maior do que o algarismo correspondente
de B. Por exemplo, 876 detona 345; porém, 651 nao detona 542 pois 1 < 2. Quantos
nimeros de trés algarismos detonam 3147

(OBM) Um nimero de quatro digitos é dito paladino se é multiplo de 9 e nenhum de
seus digitos é nulo. Quantos niimeros paladinos existem?

(OBM) De quantas maneiras é possivel desenhar a figura a seguir sem tirar o lapis
do papel (ou qualquer outro utensilio, se vocé preferir!) comecando de P e sem
passar sobre o mesmo ponto mais de uma vez, com exce¢ao do ponto comum aos trés
triangulos?

P

(OBM) Um numero de quatro digitos é dito peroba se possui pelo menos dois digitos
vizinhos com a mesma paridade. Quantos niimeros perobas existem?

(OBM) Quantos nimeros de trés algarismos (que nao comegam com () possuem um
algarismo que é a média aritmética dos outros dois?

(OBM) Cada uma das oito casas de um retangulo de duas linhas e quatro colunas
¢é pintada de uma entre trés cores. Uma coluna é chamada de corte se as suas duas
casas sao da mesma cor. De quantas maneiras é possivel pintar o retangulo de modo
que haja exatamente um corte?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

(OBM) Colocamos vérios palitos sobre uma mesa de modo a formar um retangulo
m x n. Devemos pintar cada palito de azul, vermelho ou preto de modo que cada um
dos quadradinhos da figura seja delimitado por exatamente dois palitos de uma cor
e dois de outra cor. De quantas formas podemos realizar esta pintura?

(OBM) Quantas permutagoes de 1, 2, 3, ..., 9 hd com a propriedade de que, para
todo 1 < i < 9, os nimeros que aparecem entre i e ¢ + 1 (onde i pode aparecer tanto
antes como depois de i + 1) sao todos menores do que i? Por exemplo, 976412358 é
uma permutacao com esta propriedade.

(OBM) Soninha tem muitos cartoes, todos com o mesmo desenho em uma das faces.
Ela vai usar cinco cores diferentes (verde, amarelo, azul, vermelho e laranja) para
pintar cada uma das cinco partes do desenho, cada parte com uma cor diferente, de
modo que nao haja dois cartoes pintados da mesma forma. Na figura abaixo, por
exemplo, os cartoes sao iguais, pois um deles pode ser girado para se obter o outro.
Quantos cartoes diferentes Soninha conseguird produzir?

verde
vermelho
] vermelho o
laranja
azul azul
verde
| |
amarelo .
laranja
amarelo

(OBM) Determine a quantidade de nimeros n = ajasasasasag, de seis algarismos
distintos, que podemos formar utilizando os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 de
modo que as seguintes condicbes sejam satisfeitas simultaneamente:

i) a1+ ag = az + a5 = az + ay;

ii) n é divisivel por 9.
(OBM) Um quadrado 4 x 4 é dividido em 16 quadrados unitérios. Cada um dos 25
vértices desses quadrados deve ser colorido de vermelho ou azul. Ache o ntimero de

coloracoes diferentes tais que cada quadrado unitario possua exatamente dois vértices
vermelhos.

(OBM) Duas pessoas vao disputar uma partida de par ou impar. Elas ndo gostam
do zero e, assim, cada uma coloca 1, 2, 3, 4 ou 5 dedos com igual probabilidade.

Qual é a probabilidade de que a pessoa que escolheu par ganhe?
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19.

20.

21.

(OBM) Dois cubos tém faces pintadas de ocre ou magenta. O primeiro cubo tem cinco
faces ocres e uma face magenta. Quando os dois cubos sao langados, a probabilidade
de as faces viradas para cima dos dois cubos serem da mesma cor (sim, ocre e magenta
s@o cores!) é 1/2. Quantas faces ocres tem o segundo cubo?

(OBM) No programa de auditério Toto Bola, o apresentador Cico Magallanes dispoe
de duas caixas idénticas. Um voluntario da plateia é chamado a participar da seguinte
brincadeira: ele recebe dez bolas verdes e dez bolas vermelhas e as distribui nas duas
caixas, sem que o apresentador veja, e de modo que em cada caixa haja pelo menos
uma bola. Em seguida, o apresentador escolhe uma das caixas e retira uma bola. Se
a bola for VERDE, o voluntario ganha um carro. Se for VERMELHA, ele ganha uma
banana. A méxima probabilidade que o voluntario tem de ganhar um carro é igual a
7, em que m e n sao inteiros positivos primos entre si. Determine o valor de m + n.

(OBM) O campeonato Venusiano de futebol é disputado por 10 times, em dois turnos.
Em cada turno cada equipe joga uma vez contra cada uma das outras. Suponha que
o Vulcano FC venca todas as partidas do primeiro turno. Caso nao venga o segundo
turno, o Vulcano FC jogara uma final contra o vencedor do segundo turno, na qual
terd vantagem caso faga mais pontos que o adversario durante todo o campeonato
(vitéria vale 3 pontos, empate vale 1 ponto e derrota 0 pontos).

a) Determine o menor n tal que, se o Vulcano FC fizer exatamente n pontos no se-
gundo turno, garantird pelo menos a vantagem na final (independente de contra
quem e com que placares conquiste os n pontos).

b) Determine o menor n tal que, se o Vulcano FC fizer pelo menos n pontos no se-
gundo turno, garantird pelo menos a vantagem na final (independente de contra
quem e com que placares conquiste os n pontos).
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Respostas, Dicas e Solucoes

7: ou termina com 0 (210, 120, 510, 150) ou com 2 (102, 132, 312).

. 31: 20 com 21 aparecendo em um sé nimero, 11 com 2 em um ntmero e 1 no outro.
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10.
11.
12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.

19.
20.

21.

. 825. Vocé contou os quadrados “tortos”? Conte-os usando o “quadrado circunscrito

nao torto”. Ha outra maneiras de organizar.

. 22. E sé contar as quantidades por quantidade de algarismos; nao se esqueca do

12345!

. 36. Vale a pena listar os casos em que o tapete inferior esquerdo é horizontal; depois

¢é s6 multiplicar por 2.

. 2. Se x é a quantidade de negativos, 13—z sao positivos e devemos ter z(13—x) = 22.

9-8-5=360.

. 93, Dado trés algarismos, o quarto esté definido. Lembre que um niimero é miltiplo

de 9 se, e somente se, a soma de seus algarismos também o é.

.6-4-2=148.

Os nuiimeros nao perobas sao 9-5-5-5 = 1125. Assim, o total é 9000 — 1125 = 7875.
9.5 =145.
4-3-3%.23 =2592: (coluna do corte, cor do corte, linha 1,linha 2).

3ntm . 9nm - Primeiro preencha a fileira horizontal superior, depois preencha os qua-
dradinhos da esquerda para direita, de cima para baixo.

28 = 256. Comece com o0 9, depois o 8, entdo o 7. ..
30. Nao se esquega de dividir por 4!
240: 192 com soma a1 + a4 = 9, e 48 com soma a; + a4 = 12.

62. Comece com a primeira linha, e ha dois casos: se houver dois vértices vizinhos
de mesma cor ou nao.

13 (o <1 . .
25 (sim, ndo é 5!). Para ver por que, conte os pares (par, par) e (1mpar1, fmpar). Mas

nao se preocupe: quando o zero participa, a probabilidade volta a ser 5.
3. Na verdade, se houver trés de cada cor, nao importa a distribui¢ao do outro dado.
33. A probabilidade é 1 com uma caixa com uma tnica bola verde.

197

a) 23; b) 25. Cheque os casos!



