Programa Olimpico de Treinamento

Curso de Combinatéria — Nivel 3 Aula 2
Prof. Carlos Shine

Contagens Elementares: Bijecoes

J& vimos como fazer contagens de modo preciso com o auxilio de conjuntos. Agora veremos
alguns modelos de contagem que facilitam o nosso trabalho. Imagine esses modelos como
espécies de “macros”.

Funcoes em Combinatéria ou Como Conferir sua Contagem

Uma fun¢ao é uma tripla ordenada (A, B, f), em que f C A x B é tal que para todo = € A
existe um tnico y € B tal que (z,y) € f. Em termos formais, as seguintes duas condi¢ eos
devem ser satisfeitas:

(1) (z,y1) € fe(x,y2) €f = y1 =12
(ii) Vo € A;Jy € B : (z,y) € f.

Denotamos f: A — B com (x,y) € f <= f(z) =y ou, como faremos mais em Combi-

natoria, x i> Y.

A 7 B

Qual é a importancia de fungoes em Combinatéria? As fungoes fazem associagoes entre
dois conjuntos A e B diferentes, e portanto transformam um problema de contagem em A em
um problema de contagem em B. Existem trés tipos de funcao que sao muito importantes.

Uma funcao é injetora se todo elemento de A estd associado a um elemento diferente

de B, ou seja, © # y = f(x) # f(y). Outra maneira de dizer isso é que se x; ER y e

f ~ . . . C ..
g9 = y entdo x1 = x2. Note que isso é o mesmo que o inverso da condigao (i) da definigao
de funcao.
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A f B

Note que se A e B sao conjuntos finitos e existe uma fungado injetora de A em B
entdo podemos afirmar de |A| < |B|, pois a cada elemento de A corresponde um elemento
diferente de B, e quem sabe sobram elementos em B.

Uma funcgdo é sobrejetora se todo elemento de B tem um associado em A, ou seja,

Yy € B;dr € A : x i> y. Note que isso é o mesmo que o inverso da condicao (ii) da
defini¢ao de funcao.

A f B

Note que se A e B s&o conjuntos finitos e existe uma fungdo sobrejetora de A em B
entdo podemos afirmar de |A| > |B|, pois a cada elemento de B corresponde pelo menos
um elemento de A, e pela definicdo de funcdo um elemento de A néo pode estar associado
a dois ou mais elementos de B.

Enfim, uma funcao é bijetora quando é injetora e sobrejetora. Chamamos uma funcao
bijetora também de bije¢do. Isso quer dizer que os inversos das condigoes (i) e (ii) da
definicdo devem ser satisfeitas. Note que isso mostra que a relacdo inversa f~! da funcio
f: A— B, definida por f~' € Bx A, (z,y) € f <= (y,2) € f~! é uma funcao.

A f B
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Para denotar que f(z) =y em uma bijecao f, muitas vezes indicamos x é y. Quando
o contexto deixa clara a bijecao, simplesmente escrevemos x < .

Mas, mais importante ainda, se A e B sao finitos e existe uma bijecao de A em B entao
|A| = |BJ. Isso nos leva ao seguinte principio:

‘ |A| = |B| quando existe uma funcao inversivel de A em B. ‘

Por incrivel que parega, vocé ja faz bije¢oes desde crianga. No momento em que vocé
aponta para objetos e pensa “um, dois...”, vocé estd fazendo uma bijecao entre o conjunto
A dos objetos que vocé estd contando e o conjunto {1,2,...,|A|}.

Exemplo 1. (IME) Uma rua possui um estacionamento em fila com N wvagas demarca-
das junto ao meio-fio de um dos lados. N automoveis, numerados de 1 a N, devem ser
acomodados, sucessivamente, pela ordem numérica no estacionamento. Cada carro deve
Justapor-se a um carro jd estacionado, ou seja, uma vez estacionado o carro 1 em qual-
quer uma das vagas, oS sequintes se vao colocando imediatamente a frente do carro mais
avancado ou atrds do carro mais recuado. Quantas configuracées distintas podem ser obti-
das desta maneira?

Solucao: O segredo é nao se preocupar com onde o carro 1 vai estacionar e colocar os
outros. Cada carro, depois do primeiro, estaciona na frente ou atras da fila. Assim,
estabelecelemos uma bije¢ao entre as configuragbes e o conjunto {frente, atras)V 1. Por
exemplo, fazemos a correspondéncia

(atrds, frente, frente, frente, atrds, atrés, atras, frente, atras) «» (10,8,7,6,2,1,3,4,5,9)

Note que essa correspondéncia é claramente inversivel: basta observar a posigao do 2
em relacao ao 1, depois observar a posicao do 3 em relacao ao grupo formado por 1 e 2, e
assim por diante, observando a posicao entre o i e o grupo formado por 1,2,...,7 — 1.

Logo o total pedido é |{frente, atras)V 1| = 2V-1,

Entao, para conferir uma contagem, basta:

e Definir com clareza a associacao que voceé fizer entre conjuntos.

e Encontrar a inversa dessa associagao e mostrar que é uma funcao.

Alguns Paradigmas de Contagem

Permutacgoes
Permutar n objetos é o mesmo que ordend-los. Também dizemos que uma permutacao de
um conjunto A de n elementos é uma n-upla ordenada (ay,...,a,) em que cada elemento

de A aparece uma Uunica vez. Podemos definir também permutacao como uma bije¢do de
Aem A.

De quantas maneiras podemos ordenar n objetos? Ou, em outras palavras, quantas sao
as suas permutagoes?

Lema 1. Hd n! maneiras de se permutar n objetos.
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Demonstragao: Basta fazer uma bije¢do entre as permutacoes e o conjunto
A={1,2,...,n} x{1,2,...,n—1} x{1,2,...,n — 2} x --- x {1,2} x {1}.

Note que A é um conjunto de n-uplas ordenadas. Primeiro, numere os objetos de 1 a n.
A primeira coordenada do elemento de A é o primeiro objeto; para cada nova coordenada,
elimine os objetos ja na fila e renumere-os na ordem crescente, e coloque na coordenada o
novo numero. Essa correspondéncia é uma bijecao, e com isso a quantidade de permutacoes
élAl=n-(n—1)---2-1=nl

Observe a bijegao para n = 3:

Permutacoes Circulares

Permutacdo circular é uma permutacao de objetos colocados em circulo, de modo que ao
girarmos o circulo obtemos a mesma permutagao circular. Por exemplo, (1,2,3), (2,3,1) e
(3,1,2) representam a mesma permutagao circular.

Lema 2. Hd (n — 1)! permutacées circulares de n objetos.

Demonstracao: Basta mostrar que cada permutacao circular corresponde a n permuta-
¢oes. Mas para isso, basta escolher um dos elementos da permutacao para ser o primeiro
elemento da permutagao. Ou seja, fazemos a bijegao

(permutagao circular, inicio) <+ permutacao

Com isso, sendo k a quantidade de permutagdes circulares, k-n =n! <= k= (n—1)L

Permutacgoes com Repetigoes ou Anagramas

Quando temos objetos repetidos, o nimero de permutacdes muda. Uma maneira simples
de ver permutagoes com objetos repetidos é associar a cada tipo de objeto um simbolo,
e contar o numero de permutacoes desses simbolos. Essas permutacoes sao chamadas
anagramas, e também sdo vistas como anagramas de palavras. Por exemplo, ROMA §é
anagrama de AMOR, CABANA ¢ anagrama de BACANA, ANAGRAMA ¢ anagrama de
AMAGRANA e IRACEMA ¢ anagrama de AMERICA (para quem gosta de Literatura:

hé criticos literarios que acreditam que esse Ultimo anagrama é intencional).

. . . . . ; (a1+ag+-+an)!
Lema 3. O numero de anagramas com a; simbolos do tipoi, 1 <i<mn, é (a1+azd+an)! 1aJ1r' ;;,’Z ,”)

Demonstragao: Antes de fazer a demonstracao em si, vamos ver um exemplo: calculemos
a quantidade de anagramas da palavra BANANA. Para tanto, vamos colocar indices nas
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letras repetidas: By, A1, Ao, A3, N; e No. Ha 6! permutacoes de letras com indice. Mas
note que, por exemplo, o anagrama NABAAN pode ser representado por NoAsB1A1AsN;
ou N1 A1B1A3A5Ns, ou seja, podemos permutar os indices dentro de cada letra como qui-
ser. Assim, podemos montar uma permutacdo com indice através de um anagrama e
permutagoes de cada indice. Em outras palavras, fazemos a bijecao

permutacao <> (anagrama, ordem dos Bs,ordem dos As, ordem dos Ns)
Em particular,
N2A3B1A1A2N1 < (NABAAN7 (1)7 (37 17 2)7 (27 1))

Note que a funcao estd bem definida, e a sua inversa também é uma funcao: basta
tomar o anagrama e numerar os Bs, os As e os Ns na ordem da permutagao.
Logo, sendo m a quantidade de anagramas de BANANA,

6!
| — .11.31.91 -
6!l=m-1!-3!- 2] <= m = 32l
Essa ideia ¢é facilmente generalizada: sendo A, As,..., A, os simbolos, fazemos a
bijecao
permutagao <> (anagrama, ordem dos Ajs,ordem dos Ass,...,ordem dos A,s)

e o resultado segue.

Combinacoes

Esse é um dos paradigmas de contagem mais uteis: ele conta o nimero de maneiras de
escolher k£ entre n objetos ou, mais formalmente, o nimero de subconjunto de k elementos
de um conjunto de n elementos.

Lema 4. Um conjunto de n elementos tem (Z) = ﬁ'—k)l subconjuntos de k elementos.

Demonstragao: Vamos transformar cada subconjunto de k elementos em um cédigo.
Primeiro, numere os elementos de 1 a n. Em seguida, associe a cada elemento a letra S
se ele pertence ao subconjunto e a letra IV se nao pertence. Por exemplo, se o conjunto
é {1,2,3,4,5} e o subconjunto é {1,2,4}, usamos (5,5, N, S, N). Isso é claramente uma
bijecao: podemos obter o cédigo a partir do subconjunto, e a partir do cédigo se recupera
imediatamente o subconjunto.

Assim, o numero de subconjuntos de k entre n elementos é igual ao nimero de cédigos
com k letras S e n — k letras N, ou seja, é o numero de anagramas com k S’sen —k N'’s,

que é
n! _(n
El(n—k)! \k/)

Observagao 1. Por causa da natureza combinatoria dos binomiais, hd vdrias identidades
envolvendo binomiais, que podem ser provadas com bijecoes:

o (1) = ()
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)4+ () =2
) = %(Zj) (férmula da absor¢do);
)

= (n_l) + (Zj) (relagdo de Stifel);

[ ]
—~ ~—~ ~—~ —~

DGR+ () = G
o (0)- G+ (DG +G) () +G)-6) = (")
Tente provd-las!

Niumero de Solucoes de Equacao Linear
E possivel contar, com uma bijecao, o nimero de solugoes em inteiros nao negativos da
equacao

r1t+x2+ -+ xK =1

Lema 5. O numero de solugdes da equacdo

X1+ X2+ - +xp=n

comzi €EZ ex; >0 ¢é (”J“s_l).

Demonstragao: Considere que temos n objetos idénticos para serem distribuidos entre k
cestas numeradas entre 1 e k. Sendo x; o nimero de objetos na cesta i, temos x; inteiro
nao negativo e x1 + 9 + - -+ + xxr = n. Ou seja, o nimero de solugoes da equacgao dada é
igual ao niimero de maneiras de distribuir os objetos nas cestas. Para isso, representamos
os objetos por o e as divisérias entre cestas por |. Por exemplo,

oolollo+(2,1,0,1),

ou seja, 2 objetos na cesta 1, 1 na cesta 2, nenhum na cesta 3 e 1 na cesta 4.
Temos n objetos (o) e k — 1 divisérias |, entao o nimero de solugdes é igual ao nimero

, (TL+I€—1)' _ (n+k—1
de anagramas com n os e k — 1 [s, que é W = ("),

Exercicios Resolvidos

E claro que vocé pode misturar todas as técnicas vistas até aqui, incluindo os principios
aditivo e multiplicativo. Além disso, am alguns problemas, nao explicitaremos as bijegoes.
Fica como tarefa encontrar e provar as bijecoes.

Exemplo 2. De guantas maneiras podemos colocar 4 livros de literatura, 8 livros de
historia, 5 livros de matemdtica e 2 livros de misica em uma estante, sendo que os li-
vros de cada assunto devem ficar juntos?
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Solugao: Permutamos os livros dentro de cada assunto e depois permutamos os quatro
assuntos. Fazemos a bijecao

distribuicao <

(ordem literatura, ordem histéria, ordem matematica, ordem musica, ordem assuntos)

Note que dada uma distribuicao obtemos as ordens de cada assunto e a ordem entre
assuntos e, reciprocamente, dadas as ordens obtemos a distribuicao. Com isso, a resposta
é4!-3!.5.2!.4! = 829440.

Exemplo 3. De quantas maneiras podemos colocar 20 pessoas em uma roda gigante com
10 lugares, cada um para duas pessoas, se:

(a) a ordem dentro de cada lugar é relevante?
(b) a ordem dentro de cada lugar nao € relevante?
Solugao: Primeiro colocamos as pessoas em fila, para o qual ha 20! possibilidades.

(a) Se a ordem é relevante, dividimos a fila em 10 pedagos de 2, de acordo com a ordem
(note que s6 ha uma possibilidade de fazer isso!). Mas os 10 lugares estao em circulo,

e portanto dividimos o resultado por 10: 21—%! =219\

(b) Se a ordem nao é relevante, basta dividir por 2! = 2 em cada lugar, obtendo 22'}8! = 12—%!.

Outra maneira de se enxergar isso é considerar anagramas com dez simbolos, um para
cada lugar, dois simbolos de cada tipo.

Exemplo 4. Em um torneio de tiro, oito alvos sao dispostos em trés colunas penduradas,
como mostra a figura. Cada competidor deve atirar nos alvos da sequinte forma: ele escolhe
primeiro uma das trés colunas e atira no alvo mais baixo que ele ainda ndo acertou. Em
quantas ordens os oito alvos podem ser acertados?

Solugao: Considere a ordem das escolhas: sendo A, B e C as colunas, da esquerda para a

direita, uma ordem possivel ¢ AABBACCC. Note que a escolha da coluna ji determina

a escolha do alvo. Com isso, queremos contar o nimero de anagramas de AAABBCCC,
;8!

que € g5 = 960.
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Exemplo 5. Numa classe hd 5 garotas e 9 rapazes. O professor quer tirar wma foto de
todos os estudantes em fila, de modo que as garotas aparecam em ordem crescente de altura
e 0s rapazes, em ordem decrescente de altura. De quantas maneiras podemos fazer as filas?
Os rapazes nao precisam ficar todos juntos, e nem as garotas.

Solugao: Basta escolher as posigcoes das garotas na fila. Feito isso, as posi¢oes dos rapazes
estao definidas, e as ordem entre as garotas e entre os rapazes esta pre-estabelecida. Com
isso, o total é (5J5r9) = 2002.

Exemplo 6. Sejam m e n inteiros positivos. Quantas fungoes f: {1,2,3,...,m} —
{1,2,...,n} sao nao decrescentes, ou seja, f(i) < f(j) para todo 1 <i < j<m?

Uma solugao: Para facilitar a notagao, seja a; = f(i), de modo que queremos determinar

a quantidade de sequéncias (ai,asg,...,amy) com 1 < a; < az < ... < ayp < n. Unma
maneira de lidar com desigualdades a < b é considerar b — a > 0. Entao, sejam zg =
ap —1, x1 = as —ay, o = a3 —as, ..., Ty, = N — Q. Entao x; > 0,0 <1 < me
xot+xi+zo+ - +xym=(a1—1)+(ag—a1)+(ag—az2)+ -+ (n—ay) =n—1. Além
disso, note que os x;’s determinam unicamente ai,as, ..., an,, ou seja, temos uma bijecao
(verifique!). Logo o total de fungoes é o nimero de solugoes de xg+z1+x2+- -+ Tpmm = n—1,
que é ("_717:””).

Outra solugao: Utilize a mesma notacao da solugao anterior, e seja b; = a; +i — 1, Entao
bi—bi—1 = (a;+i—1)—(a;—1+i—2) =a; —a;—1 +1 > 1, e portanto, estabelecemos uma
bijecao entre (aj,asg,...,am) e (b1,ba,...,by) com 1 < by <by<...<bp <n+m-—1.
Mas para determinar os b;’s, basta escolher m entre os nimeros 1,2,...,n+m —1, ou seja,
ha (”_717;””) funcoes.

Exemplo 7. (IME) Doze cavaleiros estao sentados em torno de uma mesa redonda. Cada
um dos doze cavaleiros considera seus dois vizinhos como rivais. Deseja-se formar um grupo
de cinco cavaleiros para libertar uma princesa, nesse grupo ndo poderd haver cavaleiros
rivais. Determine de quantas maneiras € possivel escolher esse grupo.

Solucao: Suponha que escolhemos os cinco cavaleiros. Seja x;, 1 < ¢ < 5 o nimero de
cavaleiros entre o cavaleiro escolhido i e o cavaleiro escolhido i + 1 (sendo o cavaleiro 6
igual ao cavaleiro 1). Como 7 cavaleiros nao foram escolhidos, devemos achar as solugoes
de x1 + x9 + x3 + x4 + x5 = 7 com x; > 1. Mas s6 sabemos a féormula para x; > 0! Isso é
facil de consertar: seja x; = y; + 1. Entao y; > 0, e temos y1 + y2 + y3 + ya + y5 = 2. Ha,
entao (2;4) = 15 solucoes.

S6 a solucao nao serve para identificar os cinco cavaleiros; ela indica sé os intervalos entre
cavaleiros. Para ajeitar isso, basta escolher um dos doze cavaleiros e pular os intervalos, e
o total é 12 - 15 = 180. Certo?

Errado! Numere os cavaleiros de 1 a 12 e considere a escolha 1, 3, 6, 8, 10. A nossa
contagem ¢é de pares ((z1,x2,xs,24,x5),cavaleiro). Agora, considere ((1,2,1,1,2),1) e
((2,1,1,2,1),3). Se vocé olhar com atengao, vai perceber que ambos os pares geram a
escolha 1, 3, 6, 8, 10. Entao estamos contando com repeticao.

O motivo é simples: ao tentar inverter a “bijecao”, nao é possivel escolher o cavaleiro
no par ((x1,xe,xs,x4,T5), cavaleiro). Ou seja, a correspondéncia que fizemos nao é uma
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bije¢do, pois nao conseguimos definir a inversa. De fato, os pares geram cinco cavaleiros
e ainda elege um deles (imagine, por exemplo, que ele é o lider do grupo). Af sim temos
uma bijecdo, e sua inversa: tome o lider e escolha os demais cavaleiros de acordo com
(z1,22,23,24,25). Mas de cada escolha podemos gerar cinco lideres, entdo basta tomar o
resultado obtido anteriormente e dividir por 5: o total é % = 36.

Fica a licao: na duvida, cheque a bijegao!

Observagao 2. Generalizando para n cavaleiros e k escolhidos, o total é %(";ﬁ;l) =
' (”gk) Problemas semelhantes a esse foram estudados por Kaplansky, e esse resultado
o segundo lema de Kaplansky.

n
€

Exemplo 8. Uma excursdio com 100 pessoas precisa comprar passagens de onibus. Para
isso, dirigem-se a bilheteria, que tem cinco guichés, cada um com sua prépria fila. De
quantas maneiras as pessoas podem se organizar nessas filas? Todas as distribuicoes sao
permitidas (por exemplo, incluem-se ai as 100! maneiras de se colocar todos em uma tinica
fila, do primeiro guiché).

Solucao: Basta colocar as 100 pessoas em fila e colocar, nessa fila, quatro divisérias,
indicando em que fila devem ir. Por exemplo, toda sequéncia (ay,as,...,a100,||||) indica
o exemplo no enunciado (é possivel inverter essa associagao?). Com isso, devemos contar
o nimero de anagramas com 101 simbolos, sendo um deles (|) repetido 4 vezes. Assim, o

4 104! _ 104!
total é oG = 21 -

Exemplo 9. Hd n carros, numerados de 1 an, e uma fileira com n lugares para estacionar,
numerados de 1 an. Cada carro i tem seu lugar favorito a;; quando vai estacionar, se dirige
ao seu lugar favorito; se ele estd livre estaciona ali, caso contrdrio, avng¢a para o primeiro
lugar livre e estaciona; se nao encontra lugar livre, vai embora e nao volta mais. Quantas
sequéncias (a1, az, ..., ay,) exristem tais que todos os n carros consequem estacionar?

Solugao: Vamos listar alguns casos pequenos para entender o que estd acontecendo:

Para n = 1, s6 h4, é claro, uma possibilidade: (1).

Para n = 2, s6 nao da certo (2,2). As outras trés (1,2), (2,1) e (1,1) dao certo.

Vejamos n = 3. As seis permutagoes (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) e
(3,2,1) obviamente dao certo. Além disso, note que algum carro deve ter 1 como vaga
favorita, sen@o todos os carros passarao direto pela vaga 1 e algum deles nao vai estacionar.
As outras possibilidades sao (1,1,1), (1,1,2), (1,2,1), (2,1,1), (1,1,3), (1,3,1), (3,1,1),
(1,2,2), (2,1,2), (1,2,2), que funcionam, e (1,3,3), (3,1,3), (3,3,1) que nao funcionam,
além das outras 23 = 8 que ndo contém 1. Note que j4 lista todas as 3% = 27 possibilidades.
Com isso, o total é 16.

Trabalhemos agora com n = 4. Sao 4* = 256 possibilidades, entdo nio vale a pena listar
todos, ou seja, precisamos de alguma estratégia de contagem. Contemos por quantidade de
uns. J4 temos 3* = 81 possibilidades que ndo funcionam (as que ndo tem 1). Além disso,
é facil ver que (1,1, 1, k) funciona. Com isso, temos (1,1,1,1) e (1,1,1,k) com k = 2,3,4
e permutacoes, que sao mais 1 + 4 -3 = 13 possibilidades que funcionam. Os que tém

. , ~ . ~ ~ . |
exatamente dois uns s6 nao funcionam se sao (1,1, 4,4) ou permutagoes. Mais % = 6 que
. rol

2) 3.3 — 6 = 48 que funcionam. Entre os 4 - 33 = 108 que s6 tém um

nao funcionam e (
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1, retiramos o 1 (esse carro com certeza vai conseguir estacionar) e subtraimos 1 de cada
outro numero, e é possivel estacionar se, e somente se, a sequéncia de trés termos ¢é valida.
Com isso, temos 4 - 16 = 64 possibilidades que funcionam. O total é 13 + 48 4+ 64 = 125.
Vejamos: se x, é a quantidade pedida, temos 21 = 1, 20 = 3, 23 = 16 = 4% e x4 = 125 =
53. Parece que x,, = (n+1)""!, ou seja, a gente deve conseguir uma bijecio das sequéncias
com {1,2,3,...,n+1}""1. Mas af temos que conseguir uma associacio entre sequéncias
com 7 termos e sequéncias com n — 1 termos, o que nao parece ser interessante. Talvez seja
mais facil conseguir uma bijegao entre (sequéncia, k), 1 <k <n+1e{1,2,3,...,n+ 1}"
Vamos pensar em {1,2,3,...,n+ 1}" primeiro. Considere entdo uma nova vaga n + 1,
e as regras continuam as mesmas. Uma ideia que facilita a divisao por n 4+ 1 é considerar
permutacoes ciclicas, ou seja, vamos supor que as vagas estao em circulo. Desse modo, com
as mesmas regras, todos os carros estacionam (por estarem em circulo, sempre aparece

uma vaga livre!), e sobra uma vaga livre no final. Por simetria, héd (nntrll)n = (n+ 1)t
configuragdes com ¢ sendo a vaga livre, 1 < i < n + 1. Afirmamos que uma configuragao
corresponde a uma sequéncia valida se, e somente se, a vaga livre é n + 1.

De fato, se a sequéncia é vélida, os carros nunca chegam a precisar da vaga n + 1, e
ela nunca chega a ser usada. Reciprocamente, se a vaga livre é n + 1, nenhum carro listou
n+ 1 como vaga favorita no novo processo e, mais ainda, n + 1 nunca foi usada como vaga
livre, ou seja, nenhum carro passa da vaga n, o que significaria que ele iria embora. Logo
o problema esta terminado (de fato, a bijecao é feita entre sequéncias vélidas e nao vélidas
e {1,2,3,...,n+ 1}", sendo que a sequéncia é vilida se, e somente se, a vaga que sobra é

n+1).
Problemas

1. (OBM) Quantos numeros inteiros entre 10 e 1000 possuem seus digitos em ordem
estritamente crescente? (Por exemplo, 47 e 126 sdo ndmeros deste tipo; 52 e 566
nao).

2. (OBM) Esmeralda, a digitadora, tentou digitar um nimero de seis algarismos, mas os
dois algarismos 1 nao apareceram (a tecla devia estar com defeito). O que apareceu
foi 2004. Quantos sao os numeros de seis algarismos que ela pode ter tentado digitar?

3. (OBM) Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo e Dernaldo baralharam as 52 cartas de um ba-
ralho e distribuiram 13 cartas para cada um. Arnaldo ficou surpreso: “Que estranho,
nao tenho nenhuma carta de espadas.” Qual a probabilidade de Bernardo também
nao ter cartas de espadas?

4. (OBM) De quantas maneiras podemos colocar, em cada espago abaixo, um entre os
algarismos 4, 5, 6, 7, 8, 9, de modo que todos os seis algarismos aparegam e formem,
em cada membro, nimeros de dois algarismos que satisfazem a dupla desigualdade?

> >

5. (OBM) Esmeralda tem cinco livros sobre herdldica em uma estante. No final de
semana, ela limpou a estante e, ao recolocar os livros, colocou dois deles no lugar
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10.

11.

onde estavam antes e os demais em lugares diferentes de onde estavam. De quantas
maneiras ela pode ter feito isso?

(OBM) Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ernaldo, devem for-
mar uma fila com outras 30 pessoas. De quantas maneiras podemos formar esta
fila de modo que Arnaldo fique na frente de seus 4 amigos? (Obs.: Os amigos nao
precisam ficar em posi¢oes consecutivas.)

(OBM) Um clube de ténis tem n jogadores canhotos e 2n jogadores destros e, ao todo,
h& menos do que 20 jogadores. No tltimo campeonato interno, no qual cada jogador
enfrentou cada um dos outros jogadores do clube exatamente uma vez, a razao entre
o numero de jogos vencidos por jogadores canhotos e o nimero de jogos vencidos por
jogadores destros foi 3 : 4.

Qual é o valor de n?

(OBM) Seja n inteiro positivo. De quantas maneiras podemos distribuir n + 1 brin-
quedos distintos para n criancas de modo que toda crianca receba pelo menos um
brinquedo?

(OBM) Dizemos que uma palavra @ é quase-anagrama de outra palavra P quando Q
pode ser obtida retirando-se uma letra de P e trocando a ordem das letras restantes,
resultando em uma palavra com uma letra a menos do que P. Um quase-anagrama
pode ter sentido em algum idioma ou néo. Por exemplo, RARO, RACR e ARCO sao
quase-anagramas de CARRO. Quantos sdo os quase-anagramas da palavra BACANA
que comecam com A?

(OBM) Uma sequéncia de letras, com ou sem sentido, é dita alternada quando é
formada alternadamente por consoantes e vogais. Por exemplo, EZEQAF, MA-
TEMATICA, LEGAL e ANIMADA sio palavras alternadas, mas DSOIUF, DI-
NHEIRO e ORDINARIO nao sdo. Quantos anagramas da palavra FELICIDADE
(incluindo a palavra FELICIDADE) sao sequéncias alternadas?

(OBM) O matematico excéntrico Jones, especialista em Teoria dos Nés, tem uma
bota com n pares de furos pelos quais o cadargo deve passar. Para nao se aborrecer,
ele gosta de diversificar as maneiras de passar o cadarco pelos furos, obedecendo
sempre as seguintes regras:

e o cadarco deve formar um padrao simétrico em relagao ao eixo vertical;

e 0 cadarco deve passar exatamente uma vez por cada furo, sendo indiferente se
ele o faz por cima ou por baixo;

e 0 cadarco deve comecar e terminar nos dois furos superiores e deve ligar direta-
mente (isto é, sem passar por outros furos) os dois furos inferiores.

Determine, em funcao de n > 2, o nimero total de maneiras de passar o cadarco
pelos furos obedecendo as regras acima.

11
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

(OBM) Os doze alunos de uma turma de olimpiada safam para jogar futebol todos os
dias ap6s a aula de matematica, formando dois times de 6 jogadores cada e jogando
entre si. A cada dia eles formavam dois times diferentes dos times formados em dias
anteriores. Ao final do ano, eles verificaram que cada 5 alunos haviam jogado juntos
num mesmo time exatamente uma vez. Quantos times diferentes foram formados ao
longo do ano?

(OBM) Determine a quantidade de fungdes f: {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} tais que
f(f(x)) = f(x) para todo x € {1,2,3,4,5}.
(OBM) Ao jogarmos uma certa quantidade de dados cibicos com faces numeradas

de 1 a 6, a probabilidade de obtermos soma dos pontos 2006 é igual a probabilidade
de obtermos soma dos pontos S. Qual é o menor valor possivel de S?

(OBM) Definimos o didmetro de um subconjunto nao vazio de {1,2,...,n} como a
diferenca entre seu maior elemento e seu menor elemento (em maédulo).

Calcule a soma dos diametros de todos os subconjuntos nao vazios de {1,2,...,n}.
Prove que todos os conjuntos a seguir tém a mesma quantidade de elementos:

e o conjunto de filas com 2n pessoas, n com notas de 10 reais, n com notas de 20
reais, em um cinema cuja entrada é 10 reais e o caixa nao tem troco no inicio
da fila e o caixa sempre consegue troco para quem esta na fila;

e 0 conjunto de n pares de paréntesis, de modo que é possivel abrir e fechar
paréntesis;

e 0 conjunto das maneiras de multiplicar n+ 1 ntimeros, multiplicando dois ntime-
ros de cada vez;

e 0 conjunto das maneiras de cortar um (n + 2)-4gono convexo em n triangulos
conectando alguns de seus vértices;

e 0 conjunto das maneiras de cortar uma escada de altura n em n retangulos;
Seja A o conjunto das permutagoes p de {1,2,...,n} tais que p o p é a identidade
(ou seja, sendo p uma bijegao tem-se p(p(i)) = i para todo i, 1 < i < n). Seja B o

numero de permutacées no mesmo conjunto tais que, para todo k, 1 < k < n — 2,
p(k) > p(k+1) ou p(k) > p(k + 2). Prove que |A| = |B].
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Respostas, Dicas e Solucoes
(9)+ () =120

(g) = 15 (basta escolher as posigdes originais dos uns).

. Ha (i’g) . (i’g) . (%g) : Gg) possibilidades, e dessas (i’g) : (fg) . (%g) : Gg) funcionam, de

26
modo que a probabilidade é E%g; = g??;.

(g) - 3! = 120. Pense primeiro no algarismo das dezenas.

(g) -2 = 20. Ha s6 duas maneiras de guardar trés livros A, B, C fora de ordem: BC'A
e CAB.

375!. Compare as possibilidades em que Arnaldo fica na frente com as em que Bernaldo

fica na frente, etc.

(G)te 3 _
(2;')+n~2n—x =3 <= T =
(lembre que 3n < 20 <= n < 6.

n-(”;’l)-(n—l)!:n-w.

2— 7’ . .
10"%. Esse valor de x s6 pode ser inteiro se n = 5

Al+3- %i = 60. Divida os casos por letra retirada.
! |
2 qrivrren  arirar = 3600.

(n —2)!- 2"~ Permute os pares de furo e depois decida se na hora de ir para um
furo para outro se muda de lado do cadarco ou nao, ou seja, considere os pares da
forma (permutacio, {muda, ndo muda}™~1).

%(162) = %(152) = 132 (hé mais de uma maneira de fazer a contagem, mas todas

envolvem alguma divisao).

1+ (?) -4+ (g) .32 + (g) 223 4 (Z) .14 = 196. Conte por quantidade de pontos fixos
da funcao (isto é, valores a tais que f(a) = a; note que de f(f(x)) = f(x) entao f(x)
é ponto fixo, ou seja, todo elemento da imagem da f é ponto fixo).

339. Sendo n a quantidade de dados, faga uma bije¢ao entre (a1, as,...,a,) e (7 —
a1, 7 —ag,...,7T—ap).

Sh_ k(2F 1 —2n7k) = (n—3)2" +n+3. De quantos conjuntos k é o maior elemento?
E o menor?
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16.

17.

Bijegoes! Pessoa com nota de 10/20 reais<»Abre/fecha paréntesis«>Inserir fatores de
multiplicacao<>Numere os lados, exceto um deles, e associe a cada diagonal tracada
o produto de dois lados ja conhecidos, e o lado nao numerado dé a ordem de multi-
plicacdo. Além disso, par de paréntesis estd dentro de outro<>retangulo correspon-
dente esta apoiado no retangulo correspondente.

Mais uma bijecao. Como p(p(7)) = i, toda permutacao de A deixa alguns pontos fixos
(ou seja, p(i) = i) ou tem ciclos de tamanho 2 (ou seja, p(i) = j e p(j) =14, i # j).
Escreva os pontos fixos e ciclos com os ciclos com os nimeros em ordem decrescente
e depois os ciclos e pontos fixos em ordem crescente do primeiro termo. Por exemplo,
sendo (5,3,2,4,1) uma permutagao p, temos p(1) =5ep(5) =1, p(2) =3 ep(3) =2
e p(4) = 4, ou seja, temos os ciclos (5 1) e (3 2) e o ponto fixo (4). Escrevemos
na ordem (3 2) (4) (5 1). Agora, ignore os paréntesis. Obtém-se um elemento de
B (por qué?). A fungao “ignorar paréntesis” é bem definida e é inversivel (verifique).
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