Programa Olimpico de Treinamento
Curso de Combinatéria — Nivel 3 Aula ( 4

Prof. Carlos Shine

Contagem com Recursoes

Muitas vezes nao é possivel resolver problemas de contagem diretamente combinando os
principios aditivo e multiplicativo. Para resolver esses problemas recorremos a outros re-
cursos: as recursoes ou recorréncias. A principal ideia por tras das recursoes é expressar
uma quantidade x,, em funcao de quantidades anteriores x,_1,Tn_2,...,T1.

Obtendo recursoes

O nosso primeiro exemplo pode ser resolvido com o principio multiplicativo, mas é a maneira
mais facil de comecar.

Exemplo 1. Quantas sao as sequéncias com n letras, cada uma igual a a, b ou c?

Resolugao: Sabemos que, do principio multiplicativo, a resposta é 3. Mas vamos resolver
esse problema sob a Otica das recursoes: seja xj a quantidade de sequéncias com k letras
nas condigoes do enunciado. Como podemos obter uma sequéncia com n letras? Simples:
colocamos uma nova letra depois de uma sequéncia com n — 1 letras! Assim, como hé trés
possibilidades para a ultima letra e x,,_1 para a sequéncia de n — 1 letras, x, = 3 - x,_1.
Além disso, como sé ha uma sequéncia vazia, g = 1. Assim, chegamos & recursao

o = 1
Tn = 3Tp—1

x:fl = 3 para todo k, de modo que

Como resolver essa recursao? Observe que

x Tn—1 Tro X1
no et 2200 =3.3.....3.1=3"
Tp—1 Tp—2 T1 Xo v

n vezes

Ty =

Exemplo 2. Quantas sdo as sequéncias com n letras, cada uma igual a a, b ou ¢, de modo
que ndo hd duas letras a sequidas?

Resolugao: Seja xj a quantidade de sequéncias com k letras nas condi¢oes do enunciado.
Observemos uma sequéncia de n letras. O que acontece se tiramos a ultima letra? Agora
depende: se a tltima letra nao é a (sendo entdo igual a b ou ¢) ndao ha restrigoes para a
sequéncia de n — 1 letras que sobrou, totalizando 2 - x,,_1 possibilidades; se a ultima letra
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é a entao a ultima letra da sequéncia de n — 1 que sobrou nao é a, ou seja, essa sequéncia
termina em b ou c. Além disso, nao ha restrigoes adicionais para a sequéncia de n — 2 letras
que sobrou, obtendo nesse caso um total de 2 - x,,_o sequéncias.

Ty LJ +

Assim, z,, = 2z,_1 + 2x,_2. Note que para calcular xo = 2x1 + 2z precisamos dos
valores de xp e x1. Como essas palavras tém menos de duas letras, nao hé restricdes, ou
seja, rg = 1 e 1 = 3. Obtemos, entao, a recursao

rzo=1,271=3

Ty = 2Tp—1 + 2Tp—2

Vale a pena conferir um caso pequeno: para n = 2 ha 32 — 1 = 8 possibilidades (todas
menos aa). De fato, 8 =2-3+2-1 < x9 = 2z + 2.

Depois veremos como resolver essa recursao.

E claro que nao podemos deixar de incluir os famosos nimeros de Fibonacci:

Exemplo 3. De quantas maneiras podemos guardar n dominds 2 X 1 em uma caiza 2 X n?

Resolugao: Seja x, o nimero de maneiras de distribuir os n dominds na caixa. Vejamos
alguns casos pequenos: primeiro, xg = 1,
’ L] ’ 4‘

xlzlzD To=2: , , r3=3:

T4 =5: , , \ :

Lembrando que a ideia em recursao é obter cada valor em funcao dos anteriores, vejamos
o que ocorre quando tiramos a ultima parte do caso n = 4:
' }

==

Note que ao tirarmos o “fim” de cada possibilidade, obtemos uma possibilidade menor.
Como os “fins” tém tamanho 1 ou 2, reduz-se ao caso anterior ou pré-anterior, de modo
que x4 = x3 + x2. E claro que isso pode ser generalizado para

1’0:1,561:1

Tp = Tp—1 + Tp—2

Exemplo 4. Em no mdzimo quantas regides n retas cortam o plano?
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Resolugao: Antes, vejamos alguns casos pequenos. Sendo x,, 0 nimero maximo de regioes
determinadas por n retas:

560:1 1?1:2 IE2:4

Parece que z,, = 2", nao? Nao tao rapido: paran = 3 temos uma surpresa: adicionando
uma terceira reta, vemos que ela nao pode cortar todas as regides anteriores:

1a

3b
4a
4b

O que aconteceu? A reta cortou 3 regioes em vez de 4 e obtivemos x3 = 7. Pensando
um pouco, vemos que isso é o melhor que podemos fazer mesmo: a nova reta vai ser cortada
no maximo uma vez por cada uma das outras duas retas. Cada corte é uma “mudanca de
regiao”, de modo que essas duas mudancgas implicam trés novas regioes. Assim, rs = xo+3.

Pensando ainda mais um pouco, nao é dificil generalizar: ao colocarmos a n-ésima reta,
ela vai ser cortada no maximo n —1 vezes, gerando n — 1 “mudancas de regiao” e, portanto,
n novas regioes, de modo que z,, = x,—1 + n. Observando o caso pequeno g = 1, temos a
recursao

Trog = 1

Tp =2Tp—1+N
Utilizando recursoes auxiliares

Da mesma forma que utilizamos sistemas de equagoes no lugar de uma tnica equacao para
resolver problemas, as vezes pode ser mais facil obter um sistema de recursoes.

Exemplo 5. O DNA marciano € formado por sequéncias de cinco proteinas chamadas a,
b, ¢, d, e. Nas sequéncias, nunca aparecem cd, ce, ed e ee. Todas as outras possibilidades
s@o permitidas. Quantas sdo as possiveis sequéncias de DNA marciano com n proteinas?
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Resolucao: Note que se tentarmos obter uma recorréncia teremos problemas quando a
dltima proteina for d ou e: a peniltima nao pode ser ¢ ou e. Entao sejam a, a quantidade
de sequéncias de n proteinas que nao terminam com c ou e e b, a quantidade de sequéncias
que terminam com c¢ ou e. Queremos a, + by,.

Observe que a, = 3(an—1 + bp—1), j& que nao hé restrigdes sobre a pentltima letra e
podemos colocar a, b ou d no final da sequéncia. Além disso, podemos colocar ¢ no final
de qualquer uma das a,_1 + b,_1 sequéncias de n — 1 proteinas e e no final de qualquer
uma das a,—1 sequéncias que nao termine com c ou e, ou seja, by, = (ap—1+bp—1)+an—1 =
2ay,—1 + bp—1. Observando que ag = 1 e by = 0 (veja que a sequéncia vazia nao termina
com c ou e), temos o sistema

ag — 1, bo =0
ap = 30n_1 + 3by_1
bp = 2a,-1 +bp—1

Note que, de fato, a; = 3 e by = 2. Como resolver esse sistema? Nesse caso, basta
“isolar” as variaveis:

ag = 1, b() =0

a():l,b():() an_3an71

an = 30p—1+ 3bp—1 <= b1 = 3

by = 2ap_1 + by—1 _ b, — bn—1

p—1 = —(7
2
Como as equagoes valem para todo n, obtemos as recursoes:
ag=1,b0=0 ag=1,bp =0
an — San—l b"+127bn — 3bn7;}n,1 ao = 1’ bo =0
bn—1 = 3 = bp—1 = 3 — bpr1 = 4by, + 3by—1
Gy = bn — bnfl " - an-‘rl;gan _ an*%an—l Apt1 = 4an —+ 3(]/,”71
2 n— 2
Convolucoes

Algumas recursoes envolvem todos os termos anteriores.

Exemplo 6. De quantas maneiras podemos ordenar n pares de paréntesis? Todos os
paréntesis interiores a um par de paréntesis devem ser fechados. Por exemplo, as sequéncias

((DO) e O0O0) sao permitidas (elas sao, na ordem, ((())()) e )0(()() ) mas ())(() e

12332441 1122344553
)( nao sao permitidas (pois fecham paréntesis que nao foram abertos).

Resolugao: Novamente, casos pequenos. Para n = 0, temos uma maneira: a vazia; para
n = 1, uma maneira: (). Para n = 2, temos duas maneiras: ()() e (()). Para n = 3, cinco

maneiras: ()()(), 0(0), (0)0, (O0) e (()))-

Para obter a recursao, pensamos no ultimo par de paréntesis, vimos o que estd dentro
dele e o que esta a esquerda dele. Para n = 3, temos

00(). 0(0)., (). 8(00). o(()

4
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Note que pode haver o conjunto vazio, um par ou dois pares de paréntesis dentro do
dltimo par. Nesses casos, ha dois, um e zero pares de paréntesis a esquerda, respecitamente,
de modo que a3 = agas + a1a; + azag. Novamente, podemos generalizar, obtendo

apg = 1
Ap = AQGp—1 + A10p—2 + G20p—3 + +++ + Ap—100
Recursoes desse tipo sao chamadas convolugées.
Resolvendo recursoes

Como resolver as recursoes acima? Para isso hd varias técnicas, algumas das quais veremos
agora. Nao é a intengao aqui esgotar todas as técnicas. Para algo mais detalhado, veja [1].

Somatorios

Vamos resolver o problema das retas no plano, cuja recorréncia é

To=1
Tp =2Tp—1+N

Essa é bastante simples, pois é possivel “telescopar” a soma:

Ty — Tpel =N
Tp-1—Tp2=n—1

Tp-2 — Tp-3=n—2

$2—$1:2
.’El—a?o:l
Tpn—20=14+24---4+n

Assim, basta calcular a soma 1+ 24 ---+n, que é conhecida e igual a n("jl), ou seja,
1
oy =11 n<n2+>

Recursoes lineares homogéneas

Recursoes do tipo x, = an_1Tn—1 + @Gp—2Tpn_9o + -+ + Gn_gpTp_k, €m que 0s a;’s e k sao
constantes, sao denominadas recursoes lineares homogéneas e tém um método geral de
resolucao. Ilustraremos esse método geral com exemplos.

Para vocé poder resolver esse tipo de recursao vale a pena saber que, para a # b,

a® —b"

an—l+an—2b+an—3b2+_“+bn—l — ;
a/_
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Exemplo 7. Resolva a recursao

Resolugao: Definimos a equa¢do caracteristica da recursao a equacao obtida quando
“transformamos subscrito em expoente”. No nosso exemplo, é 2" = 52"~ ! — 6272 —
22 -5 +6=0 <= 2 =2ouz =23 (nio estamos interessados nas raizes nulas). Mas o
que interessa ¢ a seguinte conta, que pode ser feita também com a recursio:

2" — 5"+ 6272 =0

2" - 22" = 32" — 22772)

Ty — OTp_1+ 62,0 =0

= x, —2Tp_1 = 3(35n71 — 2$n72)

Seja Yp = Tn — 22,_1. Entdo y, = 3y,_1 e temos y, = 3" Ly = 3" (1 — 22¢) =
3"~1(5-2-2) = 3""!. Deste modo, x,, — 2z, 1 = 3"~ ! e forcamos uma soma telescépica:
Ty — 2xp_1 = 3771
2rp_1 — 2%, 9 = 37722

221,90 — 22,3 = 377322

Ny — Mgy =271
Ty — 2”.%'0 — 3n—l i 371—22 T 3n—322 N 2n—1

. n_on
Assim, z, — 2" -2 = 33_3 = x, =2"+ 3"
Isso pode ser generalizado: se a1, ao,...,q) sao as raizes distintas da equacao carac-
teristica, entao existem constantes ci,co,...,cp tais que

Ty = 107 + coay + -+ - + )
O que acontece quando hé raizes multiplas?

Exemplo 8. Resolva a recursao
Tro = 2, xr1 = )
Ty = 4Ty 1 — 4T 2
Resolucao: Usamos o mesmo truque: a equaco caracterfstica é 2" = 42" ! — 42" 2 «—

x = 2, uma raiz dupla. Seguimos com a fatoracao

Ty — 2Xp—1 = 2(3777,—1 - 2$n—2)
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Sendo y, = x, — 21, temos y, = 2y,_1, ou seja, Yy, = 2”*1y1 = 2"~1 Mas o mais
interessante é o que ocorre ao forcamos a telescépica:
_ on—1
Ty — 2Xp1 = 2
Qrn_1 — 22xy_g = 27722 = 271

221‘n72 _ 231’7173 —_ 2n—322 — 2n—1

271—11,1 _ in‘o — 2n—1

T, — 2"z =mn-2""1

Assim, z, = 2"(2 4+ n/2). Na verdade, com uma inducdo pode-se provar o seguinte

Teorema 1. Se a equacdo caracteristica de uma recursao linear homogénea com coeficientes
constantes tem raizes aq, o, . ..,qr com multiplicidades m1,mao, ..., my respectivamente,
entao existem polinomios p1,pa, ..., Pk, de graus mi —1,mao—1,...,mp—1 respectivamente
e coeficientes constantes tais que

T = pi1(n)af + pa(n)ay + - + pr(n)ay

Vocé pode aplicar diretamente o teorema sem demonstrar. Por exemplo, vamos resolver
o problema dos dominds, cuja recursao é

Trog — 1,{L‘1 =1
Ty = Tp—1 + Tp—2
1+ 1

A equacdo caracteristica é 2" = 2" ! 4+ 2"? = 1 = >~> ou r = —~>. Entao
existem constantes A e B (vamos simplificar notacao!) tais que

1+v5)" 1-v5\"
e

Para obter A e B, substituimos n por 0 e 1, obtendo

S
S

1=A+B A:1+\/5

25
1:A(1+*/5>+B<1_‘/5) 1-v5
2 2 B=_--—Y°

2v/5

Assim,
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Recursoes lineares “quase” homogéneas

Quando temos alguma constante (ou algo nao tao constante), podemos reduzir o problema
a uma recursao linear. Por exemplo, considere a recursao

Tp =Tp-1+Tp2+2
Seja xp, = yn + ¢, ¢ constante. Entao
Yn+tCc=Yn—1+c+yp—2+c+2 <= yYp=Yn-1+yn—2+c+2

Fazendo c+ 2 =0 <= c¢ = —2, obtemos uma recursao linear homogénea.
Outro exemplo: se

Ty =4Tp_1 — 3xp—_o + 2"

isolamos 2" e lembramos que 2" satisfaz y, = 2y, _1:

Ty = 4Tp_1 — 3Tp_o + 2"
= xy — 4Ty g F 3Ty 0 =2"=2-2""1 =2,y — 4z, o+ 32,_3)
==z, = 62,1 — 11lxH_9 + 62,3

Note que 2 é raiz da equacdo caracteristica 2 = 62"+ — 112" 2 + 62" 3. Isso nao é
coincidéncial

Convolucoes e funcoes geratrizes

Uma recursao interessante é a dos paréntesis:

ag = 1
ap = A0Gp—1 + A1Gp—2 + @20p_3 + - -+ + ap_10a0

Para resolver essa recursao utilizaremos uma funcao geratriz. Considere a série formal
(por enquanto, nao se preocupe com nomes!)

f(x):a0+a1$+a2x2+a3$3+...

A ideia é achar todos os termos dessa série. Fazemos contas como se fossem polinémios.
Por exemplo,

(f(2))?* = a§ + (aoar +ara0)z + (apaz + ata1 + azao)z® + (agas + aras + azay +azag)x’ + - - -
Familiar? Sim! Obtemos a recorréncia, de modo que
(f(x))* = a1 + agw + azx® + agz® + - -
Parece a mesma coisa, mas um pouco deslocada? Basta multiplicar por z:

:r(f(x))g = a7 + asx® + azx® +agxt + - = f(z) —ap
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Lembrando que agp = 1, obtemos a “equacao do segundo grau”

z(f(x)? = flz)+1=0 < f(z)= HE\QB—W

Que sinal adotar? Substitua x = 0: devemos obter f(0) = ag = 1. Se adotamos +,
obtemos f(0) — 0o, 0 que nao é possivel. Logo o sinal certo é —, ou seja,

oy - L

Agora temos que transformar essa conta em série. Para isso, utilizamos o bindmio de

(z+y)* = i (Z) z*Fy"

k=0

(a) . <a> _alo=1) okt

Newton generalizado:

em que

0 k

Por exemplo, para k > 0,

(5)_é(é—l)m(%—kﬂ)_l<—1)’“‘11-3-5~-(2k—1)

k k! 2\ 2 k!
_1<—1)k_11-2-3-4-5-6---(2k—3)-(2k—2)_1<—1>k_1 (2k — 2)!
2\ 2 K-2-4.6---(2k —2) 2\ 2 k! 25—1(k —1)!
1 <1>’“1 <2k2>
2k \ 4 k—1

Com isso,

e podemos desenvolver a série:

(1~ /21— (1—25"2 1(2k=2),k o0 _
f(a:):l (12x4m) _ ( Z;;lk(kl)x)zzli<2k 2>$k_1

e concluimos que

1 2n
Ay =
" n+1\n

Esses ntimeros sao conhecidos como niumeros de Catalan.
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Estimativas

As vezes as recursoes sao muito diffceis. Entdo vale mais a pena fazer algumas estimativas.
Nesses casos, uma contagem com recursoes e exclusao de casos desfavordveis (“tudo menos
0 que nao interessa”) costumam dar conta do recado.

Nos préximos exemplos, trabalharemos com palavras, que sao simplesmente sequéncias
de simbolos pertencentes a um conjunto . A recursao normalmente funciona assim:

e Seja x,, a quantidade de palavras com comprimento n que tém a propriedade desejada.
Vamos estimar z,,1 em funcao dos termos anteriores.

e Sendo k = |X|, entdo 41 = kx, — p, sendo p a quantidade de palavras proibi-
das formadas com a adicdo de um simbolo no final das x,, palavras permitidas com
comprimento 7.

e Normalmente, p é estimado (por cima) em fungao dos termos anteriores e montamos
uma deigualdade recursiva.

e Tentamos provar por indugao que z,41 > ¢- x, para algum ¢ > 1. Para isso, usamos
a desigualdade recursiva.

Vamos ver direito como isso funciona.

Exemplo 9. Seja ¥ = {a,b,c}. Algumas sequéncias, cada uma com duas ou mais letras,
sao proibidas. Uma palavra é permitida quando ndao contém sequéncias proibidas. Sabe-se
que nao hd duas ou mais sequéncias protbidas de mesmo comprimento. Prove que existem
palavras permitidas de qualquer tamanho.

Resolugao: Seja x, a quantidade de palavras permitidas de tamanho n. Temos entao que
provar que x, > 0.

Vamos estimar z,41. Colocando uma letra a direita de uma palavra permitida de
tamanho n, obtemos 3x, palavras. Todavia, podemos formar uma sequéncia proibida no
final, e devemos excluir casos. Seja entao y; o nimero de palavras formadas com a palavra
proibida de tamanho & no final. Entao

Tnt1 =3%n — (1 +y2+ -+ Yn)

Vamos estimar y;. Note que ao tirarmos a sequéncia proibida de tamanho ¢, obtemos
uma palavra permitida de n — ¢ letras. Logo y; < x,—;. Note que nao necessariamente
ocorre a igualdade porque pode ser que nem toda palavra permitida de n — ¢ letras seja
gerada pela retirada da sequéncia proibida. Portanto, fazendo zg = 1,

Tnt1 > 3Tp — (Tp—1 + Tp—2+ -+ + x0)

Suponha que zpy1 > m - x; para todo k. Vamos encontrar um valor de m > 1. Temos
Tp =M Ty = Tp_i < xp/m'. Assim,

Tp41 = 3Tp — (xn/m+xn/m2 + e +xn/mn)

10
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Ai, em vez de resolver uma inequagao polinomial de grau n (onde n varial), vamos fazer
mais uma estimativa:

Logo

LS SRS D S SRS VL B
m - m? mr - m - m? S 1-1/m m-1
3m —4
Tpg1 > 3Tp — xp /(M —1) = m—lxn

Basta entao que

3m—4
m >m <= m?—4m+4<0 < m=2

m—1

Assim, x,41 > 2z, para todo n natural e, deste modo, z,, > 2". Logo ha palavras
permitidas de qualquer tamanho. ]

Problemas

. Resolva todas as recursoes que faltam ser resolvidas nos exemplos, exceto as da segao

de estimativas.

Em no maximo quantas regioes n planos dividem o espago?

De quantas maneiras podemos guardar 3n dominds 2 X 1 em uma caixa 3 x 2n?

De quantas maneiras podemos guardar 2n blocos 2 x 1 X 1 em uma caixa 2 X 2 x n?

De quantas maneiras podemos dividir um poligono convexo de n + 2 lados em n
triangulos?

(OBM) Esmeralda tem um circulo de cartolina dividido em n setores circulares, nu-
merados de 1 a n, no sentido horario. De quantas maneiras Esmeralda pode pintar a
cartolina, pintando cada setor com uma cor, tendo disponiveis k cores e de modo que
quaisquer dois setores circulares vizinhos (isto é, que tém um segmento em comum
como fronteira) tenham cores diferentes? Note que isso implica que os setores de
nimeros 1 e n devem ter cores diferentes.

(OBM) No campeonato tumboliano de futebol, cada vitéria vale trés pontos, cada
empate vale um ponto e cada derrota vale zero ponto. Um resultado é uma vitéria,
empate ou derrota. Sabe-se que o Flameiras nao sofreu nenhuma derrota e tem
20 pontos, mas nao se sabe quantas partidas esse time jogou. Quantas sequéncias
ordenadas de resultados o Flameiras pode ter obtido? Representando vitéria por V,
empate por E e derrota por D, duas possibilidades, por exemplo, sdo (V, E, E, V, E,
V,V, V,E,E)e (E,V,V,V,V, V. E, V).

(OBM) Diamantino gosta de jogar futebol, mas se jogar dois dias seguidos ele fica
com dores musculares. De quantas maneiras Diamantino pode escolher em quais de
dez dias seguidos ele vai jogar bola sem ter dores musculares? Uma maneira é nao
jogar futebol em nenhum dos dias.

11
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10.

11.

12.

(OBM) Para efetuar um sorteio entre os n alunos de uma escola (n > 1) se adota o
seguinte procedimento. Os alunos sao colocados em roda e inicia-se uma contagem da
forma “um, DOIS, um, DOIS, ...”. Cada vez que se diz DOIS o aluno correspondente
é eliminado e sai da roda. A contagem prossegue até que sobre um unico aluno, que
¢ o escolhido.

(a) Para que valores de n o aluno escolhido é aquele por quem comegou o sorteio?

(b) Se h& 192 alunos na roda inicial, qual é a posi¢ao na roda do aluno escolhido?

(OBM) O profeta venusiano Zabruberson enviou a seus discipulos uma palavra de
10000 letras, sendo cada uma delas A ou E: a Palavra Zabribica. Seus seguidores
passaram a considerar, para 1 < k < 10000, cada palavra formada por k letras
consecutivas da Palavra Zabrubica uma palavra profética de tamanho k. Sabe-se que
ha no maximo 7 palavras proféticas de tamanho 3. Determine o niimero méaximo de
palavras proféticas de tamanho 10.

Prove que existem pelo menos 8" niimeros de n algarismos sem dois blocos consecu-
tivos iguais de algarismos.

Seja ¥ = {a,b,c,d}. Uma palavra é dita complicada quando contém dois blocos
consecutivos iguais. Caso contrario, a palavra é dita simples. Por exemplo, badcabad
¢é simples e baba é complicada. Prove que ha pelo menos 2" palavras simples de
tamanho n.
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. C. Chuan-Chong e K. Khee-Meng, Principles and Techniques in Combinatorics,

World Scientific 1992.

Respostas, Dicas e Solucoes

. Exemplo 2: %ﬁ(l +V/3)" + 3_%\@(1 —+/3)"; exemplo 5: o total é 7+134\ﬁ(2+\ﬁ)”+

77134\ﬁ(2 _ \ﬁ)n
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10.

. Temos a, = (k — 2)an—1 + (k

) (g) + (711) + ("5) + (g) Considere um plano: ele corta o espago em vérios novos pedacos:

quantos? Veja as intersegoes do plano com os outros planos e reduza o problema para
dividir o plano com n retas.

. Sejam a, o nimero de maneiras de guardar 3n dominés em uma caixa 3 X 2n e b, o

nimero de maneiras de guardar 3n + 2 dominds em uma caixa 3 x (2n + 1) acrescida
de uma casinha no canto superior direito. Entao ag =1, b =1, a,, = ap_1 + 2b,_1 €
b, = by,_1+a,. Resolvendo a recursao obtemos a,, = %(2—1—\/5)”—1— 3}%(2— V3)m.

. Sejam a, o ntmero de maneiras de guardar os blocos em uma caixa 2 X 2 X n e

b, o numero de maneiras de guardar os blocos em uma caixa 2 X 2 X n acrescida
de um bloco 2 x 1 x 1 (essa caixa tem “altura” n + 1). Entdo ay = 1, a1 = 2,
bo =1, ap = 2ap_1 + apn_o + 4b,_5 € b, = b,_1 + a,. Resolvendo, encontramos
an = L2+ V3)" 4 L2 — V3t 4 L—1)n,

n%q (2:) (sim, é Catalan de novo!). A recorréncia é a mesma: tome um lado qualquer
e considere o tridngulo que o contém como lado.

— 1)a,—2 para n > 4. Resolvendo, encontramos a,, = k
sen=1lea,=(k—1)"+(k—1)(—1)" paran > 2.
Temos a, = a1+ apn_3, a1 =1, a3 =1, a3 = 2. E mais fécil substituir (com um

pouco de paciéncial) até n = 20. Obtemos agy = 1278.

. Temos a,, = ap—1 + an—2, a1 = 2 e ag = 3 (sim, é Fibonacci deslocado!). Resolvendo

ou simplesmente substituindo até n = 10, obtemos a9 = 144.

. Sendo j, a posicao do escolhido se o sorteio tiver n alunos, temos j; = 1, jo, = 25, —1

(pense na primeira rodada; s6 sobra quem estd em posi¢ao impar, e o vencedor estd
entre eles; o jogo se reduz a n pessoas) € jop+1 = 2Jn, + 1 (idem, mas sobra quem
estd em posicao impar, exceto 1). Com isso, no item a, note que ja,+1 > 1 para
n>1lejo =1 < j, =1. Isso quer dizer que j, = 1 <= n = 2¥ para
algum k inteiro nao-negativo. No item b, basta calcular jigo = 129. No caso geral,
pode-se provar (tente!) que se n = (bgbg_1...bab1bg)2 é escrito na base binaria,
Jn = (bg—1...Db1bobg)2.

Sendo a, a quantidade méxima de palavras proféticas de tamanho n, vemos que
a1 =2, a9 =4 eag = 7. Note que ha pelo menos uma palavra proibida P de tamanho
3. Entao para obter a recursao consideramos as trés ultimas letras e dividimos as
palavras de tamanho n em trés classes, de acordo com a primeira letra da direita
para a esquerda que difere de P. Com isso, escolhendo, digamos P = AAA, temos
anp = Gp-1 + ap—2 + a,_3 € com isso podemos calcular a;g = 504. Enfim, falta
provar a existéncia de uma Palavra Zabrubica. Mas isso é facil: tome as 504 palavras
proféticas, separe-as por uma letra E, e concatene tudo. O que sobrar, preencha com
letras E (vai sobrar, pois 504 - 11 < 10000).
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11. Basta estimar a quantidade total de nimeros de n algarismos: a; =9 e a, = 10a,—1—
Up—1—0Qp—2— """ —0|p/2|- Usemos a técnica do exemplo: seja m tal que apr1 > m-ay,
para todo n. Entdo a,_; < an_1/m"tea, > 10,1 —an_1(1+1/m+1/m? 4.+
1/ml/2=1y > g, - Im—20" Basta que 22=10 > m <= m? — 10m + 10 < 0, que
é verdadeiro para m = 8. Com isso, o problema esta resolvido (de fato, podemos
melhorar para a, > 9 - (5 + v/15)""!; mas af ndo é tdo bonitinho).

12. Refaca o problema anterior trocando 10 por 4. Vai dar certo!
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