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Principio do Extremo

A ideia chave na solucao de muitos problemas em combinatodria, ou até mesmo em teoria
dos niimeros e &lgebra, é a simples consideracao de um elemento extremo (maximo ou
minimo). Os préximos problemas mostrarao como essa ideia pode ser simples e a0 mesmo
tempo poderosa.

Lembramos aqui trés fatos evidentes, mas muito pertinentes:

e Todo conjunto finito de reais tem um minimo e um maximo, que nao sao necessaria-
mente Unicos.

e Todo conjunto nao vazio de inteiros positivos tem um minimo (esse é o principio da
boa ordem, que é equivalente ao principio da inducao finita.

e Um conjunto infinito A de reais pode ter ou nao um elemento maximo ou minimo
(por exemplo, o intervalo real |—oo, 1[ ndo tem nenhum dos dois). Se A é limitada
superiormente, entao admite um limitante superior minimo sup A (supremo de A); se
A é limitada inferiormente, entao admite um limitante inferior maximo inf A (infimo
de A). Cuidado: pode ser que sup A ¢ A e inf A ¢ A. Por exemplo, sup(]—oo, 1[) =
1¢]—o0,1].

Exemplo 1. (Leningrado 1988) Alguns pinos estao em um tabuleiro de zadrez. A cada
sequndo, um dos pinos se move para uma casa vizinha. Apdés muito tempo, verificou-se que
cada pino havia passado por todas as casas do tabuleiro exatamente uma vez e voltado para
a sua casa inicial. Prove que existiu um momento em que todos os pinos estavam fora de
suas casas iniciais.

Observacao: duas casas sao vizinhas se possuem um lado em comum.

Solugao: Seja P o primeiro pino que voltou para a sua posi¢ao inicial. A um movimento
antes dele voltar para essa casa, cada um dos outros pinos deve ter feito um movimento. De
fato, se isso nao fosse verdade, P nao poderia ter passado por todas as casas do tabuleiro.
Assim, este serd o momento em que todos os pinos estarao em casas diferentes das de onde
partiram. O

Exemplo 2. (Teorema de Sylvester) Um conjunto finito S de pontos no plano possui a
sequinte propriedade: qualquer reta que passa por dois pontos de S passa por um terceiro
ponto de S. Prove que todos os pontos de S estdo sobre uma mesma reta.
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Solugao:

lo Q N M

Seja L o conjunto de todas as retas que passam por pelo menos dois pontos de .S. Sejam
também Py € S e |y € L tais que a distancia entre Py e [y é a menor distancia nao-nula
possivel. Seja @ a projecao de Py sobre lp. Como a reta [y passa por trés pontos de S, pelo
menos dois deles, digamos M e N, estao na mesma semi-reta (em relagdo a Q). Se N é o
mais préximo de @), entao a distancia entre IV e a reta PyM é menor que a distancia entre
Py e ly, o que contraria a minimalidade dessa 1ltima. Isso mostra que todos os pontos de
S devem estar sobre [p, uma vez que o argumento acima mostra que nao pode existir uma
distancia nao-nula entre um ponto de .S e uma reta em L. O

Observagao 1. De certo modo, algum argumento de ordem ou distancia deve ser usado, jd
que existem outras geometrias em que o teorema € falso (por exemplo, geometrias projetivas

finitas).

Exemplo 3. (Putnam 1979) Considere 2n pontos no plano, quaisquer 3 deles ndo coli-
neares. Pintamos n deles de vermelho e os outros de azul. Prove que ¢ possivel agrupar
0s pontos em pares utilizando segmentos com extremidades em pontos de cores distintas de
modo que quaisquer dois segmentos nao se cortem.

Solucao: Existem n? maneiras de parearmos esses pontos. E claro que alguns desses

pareamentos nao cumprem a condicao do enunciado. Considere, para cada pareamento, a
soma dos comprimentos de seus segmentos. Escolha o pareamento que tem a soma minima.
Por absurdo, suponha que existem dois segmentos AB e CD, A e C pintados de vermelho,
que se cortam em um ponto O.

Pela desigualdade triangular, temos AO + OD > AD e OB 4+ OC > CB, e portanto
AB+ CD > AD 4+ CB. Assim, diminuimos a soma dos comprimentos dos segmentos
trocando AB e C'D por AD e CB, o que contraria a minimalidade do pareamento tomado.
Isso mostra que neste pareamento quaisquer dois segmentos nao se cortam. ]

Exemplo 4. Cada equipe de um torneio de vélei joga com cada uma das outras exatamente
uma vez. Ao fim do torneio, cada jogador faz uma lista com os nomes de todos os jogadores
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vencidos por ele e de todos os que foram vencidos pelos jogadores que ele venceu. Sabendo
que ndo houve empates, prove que existe um jogador cuja lista possui o nome de todos os
outros jogadores.

Solugao: Seja A a equipe que venceu mais partidas. Considere outra equipe B que venceu
de A. Observe os jogos entre B e as equipes que perderam para A. A equipe B deve
ter perdido alguma dessas partidas, pois, caso contréario, ela teria mais vitérias do que A.
Assim, B estd na lista de A. Como as equipes que perderam para A ja estdo em sua lista,
concluimos que a lista de A contém todas as equipes. O

Problemas

1. (Vietna 1987) Dado um conjunto de n pontos no plano, nem todos numa mesma reta,
mostre que existe uma reta que passa por exatamente dois desses pontos.

2. Dada uma quantidade finita (maior do que 3) de pontos no plano, prove que existe
um circulo que passa por trés desses pontos e nao contém outros dos demais pontos
em seu interior.

3. Sao dados n > 3 pontos no plano, nem todos colineares. Mostre que sao necessarias
pelo menos n retas para unir todos os possiveis pares de pontos.

4. Sao desenhadas n > 3 retas no plano tais que

(i) quaisquer duas retas sao concorrentes;

(ii) por todo ponto de intersecao entre duas retas passa pelo menos mais uma reta.
Prove que todas as retas passam por um mesmo ponto.

5. Sao dados n > 3 pontos no plano de forma que quaisquer trés deles formam um
triangulo de area menor que 1. Mostre que todos os n pontos estao no interior de um
triangulo de area menor que 4.

6. (OBM) Em um torneio de ténis de mesa (no qual nenhum jogo termina empatado),
cada um dos n participantes jogou uma tunica vez contra cada um dos outros. Sabe-se
que, para todo k > 2, nao existem k jogadores Ji, Jo,. .., J; tais que J; ganhou de
Ja, Jo ganhou de J3, J3 ganhou de Jy, ..., Jy_1 ganhou de Jg, Ji ganhou de J;.

Prove que existe um jogador que ganhou de todos os outros e existe um jogador que

perdeu de todos os outros.

7. Sao dados n pontos no plano. Marcamos os pontos médios de todos os segmentos
com extremidades nesses n pontos. Prove que ha pelo menos 2n — 3 pontos marcados

distintos.
8. n numeros ai,as9,...,a, cuja soma é positiva sao colocados em circulo. Prove que
existe ¢ tal que a; > 0, a;+a;11 > 0, aj+a;1+a;12 >0, ..., ¢;+ai41+ -+ aiyn-1 >0

(indices tomados médulo n).
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

O planeta Walrus possui 20 paises. Sabe-se que, dentre quaisquer trés desses paises,
existem dois sem relacoes diploméaticas. Prove que Walrus possui, no maximo, 200
embaixadas.

Em um patio estao localizadas 2n + 1 pessoas, de modo que as distancias entre
quaisquer duas delas sao distintas duas a duas. Em um dado momento, cada uma
delas atira com um revolver de dgua na pessoa mais proxima de si. Supondo que
todos os tiros foram certeiros, prove que:

Pelo menos uma pessoa nao ficard molhada.

(a
(b

) Ninguém levara mais de cinco tiros.
(c) As trajetérias dos tiros nao se cruzam.

(d) Os segmentos formados pelas trajetérias dos tiros nao formam um poligono
convexo fechado.

Considere trés escolas, cada uma com n alunos. Cada estudante tem ao todo n + 1
amigos nas outras duas escolas em que ele nao estuda. Prove que é possivel selecionar
um estudante de cada escola de tal forma que os trés se conhecam mutuamente.

Em cada ponto de coordenadas inteiras do plano é escrito um inteiro positivo. Cada
um desses numeros ¢é igual a média aritmética de seus quatro vizinhos. Mostre que
todos os nimeros escritos sao iguais.

Considere um tabuleiro 8 x 8, no qual escrevemos 0 ou 1 em cada uma das 64 casas.
Sabe-se que, para cada casa contendo 0, a soma dos nimeros escritos nas casas que
estdo na mesma linha ou na mesma coluna desta é maior ou igual a 8. Prove que a
soma de todos os ntimeros escritos no tabuleiro é maior ou igual a 32.

O parlamento da Bruzundanga consiste de uma casa. Todo membro tem no maximo
trés inimigos dentre os restantes. Mostre que é possivel separar a casa em duas partes
de tal forma que cada membro tenha no maximo um inimigo na parte a que pertence.

(Leningrado 1989) Dado um natural & > 1, prove que é impossivel colocar os niimeros
1,2,...,k? em um tabuleiro k x k de forma que as somas dos nimeros escritos em
cada linha e em cada coluna sejam poténcias de 2.

(Torneio das Cidades 1983) Os numeros 1,2,...,1000 sdo escritos ao redor de um
circulo. Prove que é possivel formar 500 segmentos que nao se cruzam, cada um
ligando dois destes niimeros, de modo que a diferenga em valor absoluto entre dois
numeros ligados nao seja maior que 749.

(Torneio das Cidades 1985) Oito times de futebol participam de um torneio, onde
cada time joga contra todos os outros exatamente uma vez. Sabendo que nao houve
empates, prove que, ao término do torneio, é possivel escolher quatro times A, B, C, D
tais que: A derrotou B, C e D; B derrotou C' e D; e C' derrotou D.
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18.

19.

(Unido Soviética 1984) Suponha que z1,z2,...,z, (n > 4) sdo inteiros positivos
arranjados, nessa ordem, em torno de um circulo. Sabe-se que a soma dos vizinhos
de cada x; é miltipla de x;, ou seja, (x;—1 + x;y1)/x; = k; é um inteiro (x,11 = 1 €
xo = xn). Prove que

2n <k +---+ k, < 3n.

(EUA 2007) Um animal com n casas é um figura conexa formada por n quadrados
unitdrios de um tabuleiro (um animal também é conhecido como polimind e pode
ser definido indutivamente: dois quadrados sao adjacentes se compartilham um lado.
Um quadrado sozinho é um animal, e dado um animal com n quadrado, um animal
com n+ 1 quadrados é obtido adicionando um novo quadrado adjacente a um ou mais
quadrados existentes). Um dinossauro é definido como um animal com pelo menos
2007 quadrados. Um dinossauro primitivo nao pode ser dividido em dois ou mais
dinossauros. Qual é a maior quantidade de quadrados em um dinossauro primitivo?
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Respostas, Dicas e Solucoes

. E a contrapositiva do exemplo 2.
. Considere o menor circulo que passa por trés dos pontos.

. Inducéo sobre n. Para n = 3, o resultado é imediato. Para n > 3, pelo teorema de

Sylvester existe uma reta que passa por exatamente dois pontos. Retire um desses
pontos, e com isso retiramos uma reta. Pela hipétese de indugao precisamos de pelo
menos n — 1 retas para os n — 1 pontos que sobraram, e com isso precisamos de pelo
menos n — 1 + 1 = n retas.

Adapte a demonstragdo do teorema de Sylvester: suponha que nem todas as retas
passem pelo mesmo ponto e considere o conjunto de todas as intersegoes entre retas
e considere o ponto de intersecdo A mais préximo de alguma reta r. Prove que existe
um outro ponto de interse¢ao mais préximo ainda de outra reta (lembre-se, trés retas
passam por A).

. Considere o triangulo ABC de area maxima. Em qual regido do plano podem estar

os outros pontos? Lembre-se: nao pode aparecer tridngulo de drea maior!

. Utilize o resultado do exemplo 4. Na verdade, se tiver ciclo, um deles é pequeno (tem

tamanho 3)!
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10.

11.

12.

Considere os dois pontos A e B mais distantes entre si. Os pontos médios dos seg-
mentos com extremidades A ou B estdo contidos nos circulos com centros A e B e
raio AB/2, que s6 tém um ponto comum, que é o ponto médio de AB. Logo, como
ha 2(n —2) + 1 = 2n — 3 segmentos com extremidades A ou B, ha pelo menos 2n — 3
pontos médios.

. Considere todas as somas a1, a1 + a2, a1 +as +as, ..., a1 + as + az + -+ + an.

Considere a soma minima a; + a2 + - - - + a;. Esse ¢ é um indice que da certo.

. Considere o pais p que tem relagoes diplomaticas com a maior quantidade de paises.

Sejam p1, p2, . . ., Py esses paises. Note que p; e p; nao podem ter relacoes diplomadticas,
pois senao p, p; e p;j teriam todos relagoes diplomaticas entre si. Logo o ntimero de
pares de paises com relagoes diplométicas é no maximo (20 — k)k < 100. Isso porque
cada um dos outros 20 — k paises tém relacoes diplomdticas com no méaximo k outros
paises, e essa contagem ja inclui os paises p1, p2, - .., pr. Com isso, como cada para de
paises com relagoes diplomaticas exige uma embaixada em cada pais, hd no méaximo
200 embaixadas.

Observacao 2. Esse é um caso particular do teorema de Turan. Veremos esse
teorema mais tarde.

(a) Considere as duas pessoas mais préximas entre si. Elas vao molhar a si mesmas.
Se outra pessoa atirar em uma dessas duas pessoas, o problema acaba pois essas duas
pessoas gastaram trés tiros. Se nenhuma pessoa a mais atirar em uma dessas duas
pessoas, separamos essas duas pessoas e o problema sai por inducao.

(b) Considere as pessoas A, B, C, etc, que atiram em P, no sentido anti-horédrio em
torno de P. Note que AB > AP e AB > BP, logo ZAPB ¢é o maior angulo do
triangulo APB, de modo que ZAPB > 60°. Mas isso limita a quantidade de
pessoas que atiram em P em menos de 360°/60° = 6.

(¢) Veja o exemplo 3.

(d) Suponha por absurdo que os tiros formem um poligono A; A As ... Ag. Suponha
que A; atirou em A;;q (sendo Axy; = Aj). Como A; nao atirou em A;_j,
A1A2 > A2A3 > A3A4 >0 > AkflAk > AkAl > A1A2, absurdo.

Considere um estudante A que conhece a quantidade méaxima k de estudantes de
alguma das outras duas escolas. Entao ele conhece n + 1 — k > 1 estudante(s) da
outra escola. Seja B um deles. Se ele conhece algum dos k estudantes da outra escola,
diferente da de A, o problema acaba. Se ele ndo conhece, ele conhece no maximo n—k
dos estudantes da segunda escola e pelo menos n + 1 — (n — k) = k + 1 da primeira
escola, contradizendo a maximalidade de A.

Considere o menor dos nimeros m. Ele é a média dos seus vizinhos, e se algum
numero é maior do que m, algum outro vizinho deveria ser menor do que m, o que
nao ¢é possivel. todos os seus vizinhos sao iguais a m, e a partir dai nao é dificil ver
que todos os numeros devem ser iguais a m.



POT 2012 - Combinatdria - Nivel 3 - Aula 8 - Prof. Carlos Shine

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Dentre as 16 linhas e colunas, considere a que tem menos numeros 1. Suponha que
seja uma linha e seja k a quantidade de uns nessa linha. Se k > 4, cada linha tem
pelo menos 4 uns e a soma dos nimeros é pelo menos 8 - 4 = 32.

Se k < 4, considere as 8 — k colunas com zero nessa linha. Entdo a soma dos ntimeros
em cada uma dessas colunas é pelo menos 8 — k, e o total dessas colunas é pelo menos
(8 — k)2. A soma das outras k colunas é pelo menos k2. Entdo a soma de todos os
niimeros é pelo menos (8 — k)? + k% = 2k% — 16k + 64 = 2(k — 4)? + 32 > 32.

Considere todas as particoes do parlamento em duas casas, e para cada particao
conte a quantidade F de inimigos que cada um tem na mesma casa. A particdo que
minimiza F é a que queremos. De fato, se algum membro do parlamento tem pelo
menos dois inimigos na mesma casa, entdo na outra casa ele tem no maximo um
inimigo. Se trocarmos ele de casa, o total ££ diminui, absurdo.

Suponha por absurdo que seja possivel e seja 2" a menor soma das linhas. Temos
2" >1424+---+k= @ Entao todas as somas das linhas sao multiplas de 2",

B2(K24+1) 4 .. n . k2(K%41)
e a soma total, —=-—, ¢ multipla de 2". Assim, —-—

. .. 2
Mas ai 2™ divide % < k(k;r 1), absurdo.

é par e, portanto, k é par.

Os numeros especiais sao os de 251 a 750. Pinte-os de azul e os demais de vermelho.
Ligue pontos consecutivos de cores diferentes e elimine-os.

Escolha como A o que venceu mais jogos; A venceu pelo menos quatro times B, C,
D, E. Um deles, digamos B, venceu pelo menos dois dos outros, digamos C ou D.
E podemos supor, sem perda de generalidade, que C venceu D.

Zs Zs
Ti—1

O lado esquerdo sai por desigualdade das médias: basta notar que Zi=lr&itl — Zizi

xX; . ’ 1.
=+l ¢ fazer desigualdade das médias duas vezes, uma com a soma dos e outra
K2

>
com a soma dos =%,
1

O lado direito usa inducao: primeiro facamos o passo: para n > 4, seja xp = M o

N , A . ~ . Tp— X
maior nimero da sequéncia. Entdao xp_1 < M e x5 < M, ou seja, % < 2.
Se essa fragao € igual a 2 entdo nao é dificil provar que x; = M para todo i, e a
, ~ ~ , . . Tl — X
soma é 2n; entdao a fracao ¢ igual a 1, ou seja, T = Tp_1 + 1. Como %ﬁk =
Tp_o+Tp—Tp_ Tr_o+x Tr_1+x ..
=he2mok kol ] =SR2k =hlok£2 4 1) podemos eliminar
Th_1 Th—1 Tht1 ’

x; note que a soma diminui em 3 unidades (uma para cada uma das fragdes acima
e a fracao x"*lxw =1). A nova sequéncia tem soma menor do que 3(n — 1), entao
a soma original tem soma menor do que 3n. Note que essa ideia vale na verdade até
diminuirmos a sequéncia para trés termos, de modo que sé precisamos fazer a base
para n = 3. Mas, usando a mesma ideia, podemos supor que os trés nimeros sao
a,b,a 4+ b, e a soma é Z—fg + 2“grb + %:r“ =3+ 27“ %b. Suponha sem perdas que
a < b. Note que b | 2a, logo a < b < 2a, e sendo b divisor de a, b = a ou b = 2a. No

primeiro caso, a soma é 7; no segundo, é 8.

+ 1 e, analogamente,

A resposta é 4 - 2007 — 3. Um exemplo é uma cruzinha com um quadrado no centro
unida a quatro fileiras de 2006 quadrados. Agora, considere um dinossauro primitivo e
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provemos que ele tem pelo menos 4-2007—1 quadrados. Considere o “subdinossauro”
de 2007 quadrados cuja retirada minimiza a quantidade de animais restantes, nenhum
deles igual a um dinossauro. Se sobram somente trés animais, a quantidade méxima de
quadrados é 20074 3-2006 = 4-2007—3. Se sobram quatro ou mais animais, eles estao
“grudados” ao subdinossauro em pelo menos dois quadrados. Mas ai construimos
outro subdinossauro de tamanho 2007 juntando um dos animais ao subdinossauro e
tirando os quadrados em volta de onde os outros animais estao grudados. Isso cria
um subdinossauro cuja retirada nos dda menos animais, absurdo.



