Programa Olimpico de Treinamento
Curso de Combinatéria — Nivel 3 Aula (13

Prof. Carlos Shine

Teoria dos Grafos: Emparelhamentos, Grafos Planares e
Coloracoes

O nosso primeiro topico é verificar como podemos fazer pares de vértices.
Emparelhamentos e coberturas

Um emparelhamento de um grafo é um conjunto de arestas sem vértices comuns. Um
exemplo pratico bacana é considerar como conjunto de vértices uma equipe de engenheiros
e ligamos dois engenheiros se eles podem fazer tarefas juntos. Com isso, um problema
é construir equipes de dois engenheiros. E mais vantajoso se a quantidade de equipe é
maxima, ou seja, quando temos um emparelhamento mdximo.

Uma maneira de estimar emparelhamentos méaximos é a ideia de coberturas. Uma
cobertura de um grafo G é um conjunto S de vértices tal que todas as arestas de G tém
pelo menos uma ponta em S.

Teorema 1. Seja G um grafo. Se o/(G) € a quantidade de arestas de um emparelhamento
mazimo de G e B(G) € a quantidade de vértices de uma cobertura minima de G entdo

d(G) < B(G).

Demonstracao: Vamos provar que, na verdade, para todo emparelhamento E e cobertura
C temos |E| < |C|. Mas para ver isso, é sé tomar cada aresta de E e escolher a ponta da
aresta que estd em C' (toda aresta tem alguém em C'). Se as duas pontas estiverem em C,
escolha qualquer uma. Note que nao ha como ter vértices repetidos, entao |E| < |C|. O

Infelizmente nem sempre vale a igualdade (considere um K3, por exemplo). Mas existe
uma classe de grafos em que a igualdade é vélida.

Teorema dos Casamentos

Um dos teoremas mais festejados na teoria dos grafos é o teorema dos casamentos, também
conhecido como teorema de Hall, que tem aplicagoes em diversas areas da Matematica.
E um dos vérios problemas em que uma condi¢cao necessaria razoavelmente imediata é
também suficiente.

Teorema 2. Dados n mulheres e m > n homens, em que cada mulher tem uma lista de
possiveis conjuges, € possivel casar as n mulheres se, e somente se, todo conjunto de k
mulheres tém, em conjunto, k pretendentes.
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Em termos de grafos, o teorema dos casamentos é:

Teorema 2. Dado um grafo bipartido com classes Vi e Vo, para S C Vi seja N(S) o
conjunto de todos os vértices vizinhos a algum elemento de S. Um emparelhamento de Vj
em Vo € um conjunto de arestas disjuntas cujas extremidades estao em classes diferentes.
Entao existe um emparelhamento completo de Vi em Va se, e somente se, |[N(S)| > |S5]
para todo S C Vj.

A condicao |[N(S)| > |S|, que é equivalente a todo conjunto de k& mulheres terem, em
conjunto, k pretendentes, é conhecida como condicdo de Hall. Note que é possivel que
alguns homens nao casem (isso ocorre quando m > n).

Demonstraremos o teorema dos casamentos nos termos da primeira formulagao.
Demonstracgao: Inducao sobre a quantidade n de mulheres. Defina conjunto critico como
um conjunto de k mulheres, 1 < k < n, que tém, no total, exatamente k pretendentes.
Note que k deve ser menor do que n; assim, um conjunto de n mulheres que tém, no total,
exatamente n pretendentes nao é um conjunto critico.

A base é para n = 1 e é imediata (basta a inica mulher escolher seu pretendente!).
Suponha, entao, que o resultado vale para todo niimero menor do que n. Como a existéncia
de um conjunto critico impde restrigoes, dividimos o problema em dois casos.

e Caso 1: Nao ha conjuntos criticos. Nesse caso, cada conjunto de k& mulheres,
k < n, tém no total pelo menos k + 1 pretendentes. Casamos um casal qualquer,
sobrando n — 1 mulheres para m — 1 homens. Tome quaisquer k entre as n — 1
mulheres; note que, como k£ < n — 1 e nao ha conjuntos criticos, elas tinham pelo
menos k+ 1 pretendentes; como um dos homens casou, hd no maximo um pretendente
a menos, e o conjunto de k mulheres tém pelo menos k pretendentes. Assim, como o
conjunto obtido retirando os “recém-casados” satisfaz a condigdo de Hall, aplicamos
a hipdtese de inducao e casamos as demais n — 1 mulheres.

e Caso 2: Ha pelo menos um conjunto critico. Suponha que hd um conjunto
critico S com k mulheres. Case as k mulheres (como k < n, isso é possivel pela
hipétese de inducao — e esse é o motivo por que conjuntos de n mulheres nao podem
ser criticos!). Com isso, sobram n — k mulheres e m — k homens. Verifiquemos que
a condicao de Hall vale para esse novo conjunto de homens e mulheres. Suponha
por absurdo que nao. Entao existe um conjunto de ¢ mulheres que tém em conjunto
menos de t pretendentes. Junte os k casais do comeco; com isso, t+ k mulheres teriam
menos do que t + k pretendentes, o que contradiz o fato de que o conjunto original
satisfaz a condi¢ao de Hall.
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Exemplo 1. Prove que se todos os graus de elementos da mesma classe de um grafo
bipartido sdo iguais, entao € possivel realizar um emparelhamento completo com os vértices
da classe menor.

Solugao: Sejam Vj e V; as classes do grafo bipartido, |Vi| = a < |Vo| = b. Seja D o grau
de cada vértice de Vi e d o grau de cada vértice de Vo. A quantidade de arestas do grafo
éD-a=d-b, de modo que D > d. Seja S C Vi. Temos que provar que |N(S)| > |S|.
Como saem |S| - D arestas de S e cada elemento de N(S) recebe no maximo d arestas,
|S|-D > N(S)-d = |S|-d>N(S)-d < |S] > |N(S5)|]. Como o grafo satisfaz a
condicao de Hall, o problema esta resolvido pelo teorema dos casamentos.

O proximo exemplo mostra como as ideias da demonstracao do teorema dos casamentos,
além do préprio teorema, podem ser aplicadas.

Exemplo 2. Uma heranca deve ser dividida entre n pessoas, cujos valores pessoais sobre
diversos elementos da heranca podem ser diferentes; isto €, por exemplo, € possivel que
uma casa valha metade da heranga para uma pessoa e dois quintos para outra. E possivel
dividir a heranga de modo que todos achem que tém pelo menos 1/n da heranga?

Solucgao: Sim, é possivel:
1. um dos herdeiros divide a heranca no que ele considera n partes iguais.

2. para cada parte, ele pergunta para cada herdeiro se ele quer essa parte (ou seja, se
cada parte é, para ele, pelo menos 1/n da heranga). Com isso, ele obtém uma lista.

3. se todo conjunto de k herdeiros estd satisfeito com pelo menos k partes no total, pelo
teorema dos casamentos é possivel fazer a divisao.

4. caso contrario, seja P o maior conjunto de herdeiros tal que, em conjunto, eles estejam
satisfeitos com menos do que |P| partes. Considere o conjunto P de herdeiros fora de
P; todo conjunto S C P desses herdeiros est4 satisfeito com pelo menos |S| partes,
pois caso contrario juntamos S a P, obtendo um conjunto maior, o que por hipétese
nao é possivel (P é méximo!). Assim, pelo teorema dos casamentos é possivel dar as
partes da heranca de P.
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5. Note que |P| < n, pois o primeiro herdeiro nao estd em P. Deste modo, tomamos os
elementos de P e refazemos a divisao entre os elementos de P (note que o primeiro
herdeiro estd em P e ji pegou sua parte!), repetindo os passos 1 a 4. Como a
quantidade de herdeiros sempre diminui, o algoritmo acaba em algum momento.

Na verdade, mesmo que nao valha a condicdao do teorema dos casamentos, temos co-
bertura minima e emparelhamentos maximos bem comportados em grafos bipartidos.

Teorema 3 (Konig). Em todo grafo bipartido, a quantidade de arestas no emparelhamento
mazimo € maior ou igual a quantidade de vértices na cobertura minima. Ou seja, para
todo grafo bipartido G, o/ (G) > B(G). Note que isso prova que /' (G) = B(G) para grafos
bipartidos.

Demonstragao: Sejam U e W as classes do grafo bipartido e seja C' uma cobertura
minima. Basta provar que existe um emparelhamento com |C/| arestas. Considere o seguinte
subgrafo bipartido H: uma classe tem U; = U N C e a outra classe, W7, = W \ C. Note
que, como coberturas minimas costumam ter poucas arestas com ambas as pontas nelas, a
tendéncia é haver varias arestas ligando Uy a Wj.

De fato, o grafo H satisfaz as condi¢oes do teorema dos casamentos: seja X um subcon-
junto de U;. O conjunto C'\ X junto com os vizinhos Ny (X) de X em H é uma cobertura
de G, pois todas as arestas cobertas por X tém uma ponta em X e a outra em V. Sendo
a quantidade de vértices dessa cobertura igual a |C| — | X| + |Ng(X)| > |C|, devemos ter
|INg(X)| > | X]|. Assim, conseguimos um emparelhamento com |Uy| = |U N C| arestas.

Podemos fazer o mesmo com o subgrafo I com classes Uy = U\ C e Wo =W NC, e
obtemos um emparelhamento com |[Wa| = |W N C| arestas. Esses emparelhamentos sdo
disjuntos, e podemos juntd-los, obtendo um emparelhamento com |[UNC|+|W NC| = |C]|
arestas, completando a demonstragao. O

Coloracoes

Dado um grafo G = (V, A), uma coloragao de vértices de G é uma fungao f: V — N,
em que cada cor é representada por um nimero, que satisfaz a condigao {v,w} € A =
f(v) # f(w), ou seja, vértices de mesma cor nao podem estar ligadas por uma aresta.

A menor quantidade de cores necessarias para pintar os vértices de um grafo G é o
nimero cromdtico de G, denotado por x(G).

H& alguns limitantes bem simples.

Proposigao 1. Seja w(G) o maior clique contido no grafo. Entio x(G) > w(G).

Demonstragao: Basta notar que um grafo completo com k vértices precisa de k cores
para ser pintado, ja que todo par de vértices estd conectado. O

Grafos com poucas arestas devem ter niimero croméatico pequeno, é claro. Isso é con-
firmado pela

Proposigao 2. x(G) < 1 +,/2A+ 1.
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Demonstragao: Sejam X, Xo,..., X} os conjuntos de vértices de cada cor, com k minimo.
Entao deve existir pelo menos uma aresta saindo de cada X; para cada X (sendo, juntamos
X; e Xj e obtemos menos cores!). Logo héd pelo menos (g) arestas, ou seja,

k k(k—1) 1 / 1
A> A> =7 < = 2A + -
(2><:> > 5 <:>k:72+ +4

e o resultado segue pois x(G) < k. O
Mas dé para melhorar um pouco mais. Se o grau méximo A do grafo é menor, preci-
samos de menos cores.

Teorema 4. Para todo grafo G temos x(G) < A+ 1.

Demonstragao: Inducao sobre o ntimero de vértices. O problema é imediato para grafos
com um vértice. Se o grafo tem mais de um vértice, considere um vértice v qualquer
e retire-o do grafo. Se G\ v pode ser pintado com A ou menos cores, temos uma cor
sobrando e o problema acaba. Se G'\ v é pintado com A+ 1 cores (por hipétese de indugao,
¢ o méximo de cores necessario), o vértice v tem no maximo A vizinhos, e pode ser pintado
com a cor que sobrou (entendeu por que A 4 17). O

Infelizmente esse limitante ndo é tdo bom, j& que ha varios exemplos em que x(G) é
muito menor do que A (tome, por exemplo, K ).

Coloracgoes de Arestas

Também podemos colorir arestas (de fato, fizemos isso quando estudamos a teoria de Ram-
sey). A regra agora é que arestas que tém um vértice em comum devem ter cores diferentes.
Denotamos o nimero cromético de arestas de um grafo G por }/(G).

Teorema 5 (Vizing). Dado um grafo G, seja A o maior grau de um vértice. Entdao G tem
numero cromdtico de aresta A ou A+ 1, ou seja,

X(G@)=A ou X(G)=A+1.

Demonstragao: O limitante inferior é ébvio, j& que um vértice de grau d exige d cores
diferentes. O limitante superior é mais interessante. Provemos, por indugao sobre as
arestas, que podemos pintar as arestas de um grafo com A + 1 cores. Se nao temos arestas
o resultado é imediato. Se ha arestas, retire de G uma aresta vw e pinte o resto do grafo.
Por hipdtese, precisamos de no méaximo A+ 1 cores. Vamos supor que usamos A+ 1 cores,
pois caso contrario basta usar uma das cores que sobrou.

Primeiro, liste as cores usadas nas arestas incidentes em cada vértice. Como hd A + 1
cores disponiveis, cada vértice tem pelo menos uma cor livre. Se existe uma cor livre
comum para v e w, o problema acabou: basta pintar a aresta vw dessa cor. Suponhamos
que as cores livres de v e w nao coincidem, e para facilitar sejam 0 a cor livie de v e 1 a
cor livre de wy = w. Agora considere o grafo G(0,1) cujos vértices sao os vértices de G
e cujas arestas sao as arestas de cor 0 e 1. Cada componente desse grafo é um caminho
ou um ciclo par, sempre alternado arestas de cada cor. Se wi e v estdo em componentes
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diferentes, é s6 trocar as cores do componente de wi, e 0 se torna uma cor livre para wi;
pinte vw; da cor 0. Se w; e v estdo na mesma componente, ela é um caminho (pois v nao
pode usar ambas as cores). Seja wsy o vizinho de v nessa componente; note que vws tem
cor 1. Pinte vw; de 1 e tire a cor 1 de vws; agora devemos pintar essa aresta. Note que a
cor livre de v continua sendo 0.

Para isso, fazemos o mesmo! Sendo 2 a cor livre de wg, considere o grafo G(0,2); se v e
wo estao em componente diferentes, o problema acaba; suponha entao que estdao no mesmo
componente, que novamente é um caminho, e seja ws o vizinho de v. Transferimos a cor 2
de vws para vwse e passamos o problema para a aresta vws.

Parece que estamos “empurrando o problema com a barriga”, mas esse processo ou
termina o problema ou vai até que uma cor se repete. Seja w;y1 o vértice em que isso
acontece, ou seja, a cor livre de wjy1 € i < j + 1. Na verdade temos ¢ < j, porque
acabamos de “roubar” a cor de vw;i; para pintar vw;. Vamos examinar o grafo G(0,7).
Primeiro note que existe um caminho vw; ... w;11; como j +1 >4+ 1, wjy1 # wit1; além
disso, como nao saem arestas da cor 7 de wj41, w;4+1 nao pode ser um vértice intermedidrio
desse caminho; ou seja, wj;1 estd em um componente de G(0,1%) diferente de vw; ... w;q1.
Se wj4q tiver a cor 0 livre, é s6 pintar vw;41 de 0 e o problema acaba; se nao, é s6 trocar
as cores do componente de wj1 em G(0,4), e pintar vw;j41 de 0. O

Grafos planares

Grafos planares sao aqueles que podem ser desenhados no plano de modo que arestas nao
adjacentes nao se cruzem. Por exemplo, o grafo completo K4 é planar.

Enquanto demonstrar que um grafo é planar é simples (basta procurar uma repre-
sentagao no plano), mostrar que um grafo nao é planar d4 um certo trabalho.

O Teorema de Euler

Um teorema bastante importante em grafos planares é o teorema de Euler. Quando dese-
nhamos o grafo no plano, obtemos F' regioes, cada uma chamada face do grafo.

Teorema 6 (Férmula de Euler). Sendo V, A e F as quantidades de vértices, arestas e
faces de um grafo planar conexo,

V-A+F=2.

Demonstragao: Inducao sobre a quantidade de ciclos. Se nao héa ciclos, o grafo é uma
arvore, e A =V — 1, F = 1, e verifica-se que o resultado é véalido. Se hé ciclos, tiramos
uma de suas arestas, diminuindo a quantidade de faces em 1 e a quantidade de arestas em
1 também, mantendo V — A + F invariante. O

Exemplo 3. Um poliedro de Platao é um poliedro convexo com as sequintes caracteristicas:
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e cada face tem a mesma quantidade de arestas;

e de cada vértice sai a mesma quantidade de arestas.

Prove que os inicos poliedros de Platao sao o tetraedro, o hexaedro, o octaedro, o dodecaedro
e o0 icosaedro.

Solugao: Queremos encontrar todos os grafos planares sem vértices de grau 1 e tais que
toda face tem a mesma quantidade de arestas.
A téatica aqui é contar a quantidade de arestas de vérias formas. Primeiro: seja d o grau
de todos os vértices. Entao 2A =V -d < V = %. Depois, as faces: se cada face tem n
arestas, como cada aresta participa de duas faces, 2A = F -n <— F = %. Substituindo
na relacao de Euler, temos
2A A 24 5 11 1 1
E R R R
Note que devemos ter d > 3 (senao nao ¢ possivel montar um sélido) e n > 3 (cada face
deve ter pelo menos trés arestas). Agora, note que nao podemos ter ambos d, n maiores ou
iguais a 4, pois caso contrario teriamos é + % < % + % = % Logo d =3 oun = 3.
Se d = 3, temos
1 1 1
ﬁ = Z + 6 — n<6
e obtemos as solugdes (d,n, A) = (3,3,6),(3,4,12), (3,5, 30).
Se n = 3, obtemos a mesma equagao com d no lugar de n, e temos portanto as solugoes
adicionais (d,n, A) = (4,3,12), (5, 3, 30). Note que ja listamos (3, 3,6).
Com isso, temos os seguintes poliedros de Platao:

din|V | A|F Poliedro
313 41|6 |4 Tetraedro
314 8|12 6 Hexaedro
315|201 30| 12 | Dodecaedro
4136 |12 8 Octaedro
5131230 |20 | Icosaedro

Uma das aplicagoes do teorema de Euler é limitar a quantidade de arestas. Grafos
planares nao podem ter muitas arestas.

Lema 1. Sendo G um grafo planar, A < 3V — 6. Generalizando, sendo g o tamanho do
menor ciclo de G,

A< Y

< gj(V —-2).

Demonstracao: Basta contar a quantidade de arestas. Primeiro, como toda face tem pelo
menos g arestas e cada aresta participa de duas faces, temos 24 > g - F. Pela férmula de
Euler, F = A—V + 2, entao

24> g(A—V +2) < Agg%(v—m

O primeiro resultado é obtido fazendo g = 3. O
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Exemplo 4. Prove que o grafo completo K5 ndo € planar.

Solucao: Basta ver que A = (g) =10eV =5eque 10 >3-5—6.

Um dos exercicios pede também para provar que K33, o grafo bipartido completo com
trés vértices de cada lado, nao é planar. De fato, de certo modo os tinicos grafos nao planares
sao esses dois. Um grafo H é minor de outro grafo G quando pode ser obtido contraindo
arestas de um subgrafo de G. Com isso, conseguimos uma caracterizacao satisfatoria de
grafos planares.

Teorema 7 (Kuratowski). Todo grafo é planar se, e somente se, nao tem Ky ou K33 como
minor.

A demonstracao do teorema é razoavelmente longa e nao sera colocada aqui.

Grafos planares tém niimero cromatico baixo. O conhecido problema em que é possivel
pintar um mapa com quatro cores é um problema de grafos! Se considerarmos os paises
como vértices e ligamos dois vértices se os paises correpondentes sao vizinhos, o problema
se reduz a encontrar o nimero cromético de um grafo planar.

Teorema 8 (Teorema das Cinco Cores). Todo grafo planar pode ser pintado com cinco
cores, ou seja, sendo G um grafo planar,

x(G) <5.

Demonstragao: A primeira observagdo é que existe um vértice de grau no méaximo 5:
caso contrario, a soma dos graus é pelo menos 6V e a quantidade de arestas é pelo menos
6V/2 = 3V, contradizendo o lema anterior.

Procedemos, entao, por indugao sobre os vértices. O teorema é verdadeiro para grafos
com um vértice. Se hd mais de um vértice, considere, entdo, um vértice v de grau no
maximo 5. Retire esse vértice e pinte o grafo resultante com cinco cores, o que é possivel
pela hipdtese de indugao. Se o grau de v é menor do que 5 entdo v estd adjacente a no
maximo quatro vértices, e é s6 pintar v com uma das cores que sobrou. Falta entao o caso
em que v tem grau 5. Desenhe o grafo no plano e numere as cores dos vizinhos de v de 1
a 5 no sentido anti-horario:

V2

U3 U

Us
Uy

Considere as cores 1 e 3. Se o vértice v; nao tem vizinho da cor 3, basta mudar a cor de
v1 para 3 e pintar v de 1. Entao considere o grafo cujas arestas sao as que ligam vértices
de cores 1 e 3. Uma ideia é trocar as cores de uma componente conexa desse grafo. Isso
dé certo, exceto quando v1 e vz estao na mesma componente; ou seja, existe um caminho



POT 2012 - Combinatdria - Nivel 3 - Aula 13 - Prof. Carlos Shine

de vértices de cores 1 e 3 alternadas ligando v; e v3. Nesse caso, consideramos vy e vy
e fazemos o mesmo; se eles estiverem em componentes conexas diferentes do grafo cujas
arestas sdo as que ligam vértices de cores 2 e 4, o problema acaba (basta trocar as cores
2 e 4 da componente que tem vy e pintar v de 2). Se existir um caminho entre vy e v4 86
com vértices de cores 2 e 4, ele vai cruzar com o caminho que liga v, e vz, 0 que nao é
possivel, j4 que as cores envolvidas nos dois caminhos sao disjuntas. Absurdo, e o teorema
esta provado.

O
De fato, vale:

Teorema 9 (Teorema das Quatro Cores). Todo grafo planar pode ser pintado com quatro
cores, ou seja, sendo G um grafo planar,

X(G) < 4.

Esse teorema nao serd demonstrado aqui. De fato, a demonstracao desse teorema, até
o momento, requer o estudo de 633 casos, que foram verificados por um computador! (a
demonstracao original, de Appel e Haken, estudou — também com o auxilio de computadores
— 1936 casos!)

Problemas

1. Um grafo é k-regular se todos os seus graus sao iguais a k. Prove que todo grafo
bipartido k-regular pode ser particionado em k emparelhamentos perfeitos.

2. Um quadrado latino n X n é um tabuleiro n x n em que cada casa do tabuleiro tem
um nuimero inteiro de 1 a n, e nao ha nimeros iguais na mesma linha nem na mesma
coluna. Um retangulo latino é um tabuleiro r X n nas mesmas condigoes.

Prove que todo retangulo latino r x n com r < n pode ser completado, formando
um quadrado latino (em outras palavras, todo retangulo latino estd contido em um
quadrado latino).

3. Seja A uma matriz m X n que satisfaz as seguintes condigoes:

(1) m <n;
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10.

11.

(2) cada elemento de A é 0 ou 1;

(3) se f éuma funcao injetorade {1,...,m} em {1,...,n}, entdo o elemento (7, f(7))
¢ 0 para algum 7 (1 <1i <m).

Prove que existem conjuntos S C {1,...,m} e T C {1,...,n} que satisfazem

(i) o elemento (i,7) é 0 para qualquer i € S e j € T}
(i) |S|+|T| > n.

(Canadd) Uma tabela com m linhas e n colunas tem um nidmero nao negativo em
cada entrada. Além disso, se uma linha e uma coluna se intersectam em uma casa
com entrada positiva entao as somas dos elementos na linha e na coluna sao iguais.
Prove que m = n.

(Banco IMO) Um triangulo esburacado é um triangulo equildtero virado para cima de
lado n, dividido em n? triangulos equildteros unitarios, com n triangulos equilateros
unitarios virados para cima cortados. Um diamante é um losango com lado unitério e
angulos internos 60° e 120°. Prove que um triangulo equilatero esburacado 7" pode ser
coberto por diamantes (sem sobreposigoes) se, e somente se, todo triangulo equildtero
de lado k virado para cima e contido em T tem no maximo k buracos, 1 < k < n.

. Qual é o nimero cromatico de

(a) um grafo completo K,,?
(b) um grafo bipartido completo?

(¢) um grafo r-partido completo?

Prove que K33 nao ¢ planar.

. Por que o grafo K44 nao é planar?

(OBM) Determine todos os valores de n tais que é possivel dividir um triangulo em
n triangulos de modo que nao haja trés vértices alinhados e em cada vértice incida o
mesmo numero de segmentos.

Prove que todo poliedro convexo sem faces quadrangulares nem faces pentagonais
tem pelo menos 4 faces triangulares.

(Sao Petersburgo) Um poliedro tem somente faces triangulares. De cada vértice saem
pelo menos 5 arestas e nao hé dois vértices de grau 5 conectadas por uma aresta. Prove
que esse poliedro tem uma face cujos vértices tém graus 5, 6 e 6.
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Respostas, Dicas e Solucoes

. Use o exemplo 1 para encontrar um emparelhamento perfeito. Depois, proceda por

inducao.

. Considere o grafo bipartido em que os vértices sao as n colunas em um lado e os

nimeros de 1 a n no outro, e ligamos a coluna ¢ ao nimero j quando podemos
colocar o nimero j na coluna i (ou seja, o nimero j ainda nao apareceu na coluna
i). O grafo obtido é (n — r)-regular e bipartido, e é s6 usar o problema anterior.

. Considere o grafo bipartido em que os vértices sao as linhas e as colunas e ligamos

a linha 7 e a coluna j quando a;; = 1. A condigao 3 diz que o grafo nao tem um
emparelhamento de tamanho m, ou seja, o emparelhamento maximo tem no maximo
m — 1 arestas. Pelo teorema de Ko6nig, o tamanho de uma cobertura minima C' é no
maximo m — 1. Considere essa cobertura e tome como conjuntos S e T' os vértices
que nao estao em C. Nao hé arestas ligando esses vértices (estao todos com algum
vértice na cobertural), ou seja, a;; = 0 parai € S e j € T e, sendo o total de vértices
m+n, |S|+|T|=m+n—|C|>m+n—m=n.

. Considere o grafo bipartido com linhas e colunas nas classes e ligue linha e coluna

se a entrada correspondente é positiva. Provaremos que hd um casamento das linhas
para as colunas, o que prova que m < n; mas um argumento analogo prova que existe
um casamento das colunas para as linhas, e n < m, terminando o problema.

Suponha que existam k linhas com menos que k colunas vizinhas. Isso que dizer que
os elementos nao nulos das linhas estao cobertos por essas colunas, mas as linhas nao
necessariamente cobrem essas colunas. A soma total das linhas é, entdo, menor ou
igual & soma total das colunas, mas as somas das colunas formam um subconjunto
das somas das linhas; como hd menos colunas do que linhas, temos um absurdo, pois
todas as somas sao positivas. Com isso, todo conjunto de k linhas tem pelo menos
k colunas vizinhas e, pelo teorema dos casamentos podemos casar as linhas com as
colunas.

11
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D.

10.

11.

Considere um grafo em que os vértices sao os tridngulos unitérios (fora dos buracos) e
ligamos dois vértices se os triangulos correspondentes tém um lado em comum. Esse
grafo é bipartido (as classes sdo os triangulos para cima e os triangulos para baixo).
Uma contagem simples de triangulos de cada tipo mostra que a condigao do enunciado
é necessaria. Agora provemos que ¢ suficiente. Para isso, basta provar que ela satisfaz
a condicao de Hall. Suponha, por absurdo, que existem m tridngulos virados para
baixo com menos de m tridngulos virados para cima como vizinhos. Podemos supor
sem perda de generalidade que esse subgrafo é conexo. Para terminar, mostre que a
quantidade de vizinhos de um conjunto qualquer de m triangulos para baixo, incluindo
buracos, é pelo menos m + k, sendo k o tamanho do menor triangulo equilatero para
cima que contém todos os m tridngulos para baixo. Para tanto, proceda por inducao:
tire um tridngulo do bordo do grafo (considere o fecho convexo desse conjunto de
triangulos), o que estiver mais para baixo e, entre esses, o que estiver mais a direita.
Ao retirar ele, necessariamente retiramos o vizinho para cima imediatamente a direita
dele. Assim, a quantidade de vizinhos diminui em um, e acabou.

(a) n; (b) 2; (c)r.

Basta aplicar o lema com g =4,V =6e A=3-3=9. A quantidade de arestas é no
méximo ;%5 (6 — 2) = 8, mas isso ndo acontece.

. Ele contém o grafo K3 3.

. Seja d o grau de cada vértice. Temos F' = n + 1 (nao se esqueca da face external),

2A =3F e 2A =V - d. Pelo teorema de Euler,

2A 2A 1

[N

1
A
J4 resolvemos essa diofantina!

Seja t a quantidade de faces triangulares. Entao todas as outras F' — t faces tém
pelo menos 6 arestas. Com isso, temos 2A > 3t + 6(F —t) = 6F — 3t. Sendo
F=A-V+2 24>6A—-6V+12—-3t < 4A < 6V — 12 + 3t. Finalmente
também temos 24 > 3V, ja que cada vértice deve ter grau pelo menos 3. Logo
6V <4A <6V — 1243t = t > 4.

Ja provamos que um dos vértices tem grau 5. Vamos contar a quantidade de arestas
ligando um vértice de grau 5 a um vértice de grau pelo menos 7. Suponha que nao
h& triangulos com vértices de graus 5, 6 e 6. Entao cada vértice de grau 5 tem no
méximo dois vizinhos de grau 6 e portanto pelo menos 3 vizinhos de grau pelo menos
7; por outro lado, qualquer vértice de grau d tem no maximo |d/2] vizinhos de grau
5. Sendo z; a quantidade de vértices de grau i, essa contagem nos da

d 1|d
3x5§2xd {2J <= x5§21‘d-§ {QJ

d>7 d>7
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Parece feio, mas %L% |<d—6parad>7. Assim,

25 <Y (d—6)1g <= 65+ 626+ » 634 < 515+ 626+ »_d- g
a>7 a>7 a>7

Mas o lado esquerdo é 6V e o lado direito, 24, e obtemos 6V <24 «<— A > 3V,
contradizendo planaridade. Absurdo, e portanto existe o tridngulo.
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