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Continuidade discreta e algoritmos

“Entre esses dois valores aparece o que quero”:
Continuidade

Considere a seguinte situagao: vocé estd de um lado de um rio e o pote de ouro do duende
estd do outro lado do rio. Para chegar até o pote, vocé necessariamente teria que atravessar
o rio, certo? Expressando de outro modo: existe um ponto no rio por onde vocé vai passar.

Um outro exemplo: um termometro de farméacia marca 35° e vocé vai medir sua tem-
peratura: ela é de 37°. Em algum momento o termometro vai marcar 36,2342545°, certo?

Mais um exemplo: se o Tabajara Futebol Clube comecou 2008 com 49939 derrotas e
comecgou 2009 com 50103 derrotas entao em algum momento de 2008 eles estavam com
exatamente 50000 derrotas.

Por que sabemos desses fatos? A resposta é simples: as varidveis que estudamos
(distancia; temperatura; nimero de derrotas) tém uma variagdo “suave”, e para essas
varidveis podemos aplicar argumentos de continuidade.

Cuidado, porém! Nem todas as varidveis funcionam assim (por exemplo, a quantidade
de pontos de langamentos consecutivos de um dado), e na verdade nos problemas devemos
provar que isso ocorre.

Exemplo 1. Prove que existem 100 numeros consecutivos entre os quais hd exatamente
15 numeros primos.

Solugao: Entre 1 e 100 hé 25 primos (verifique!) e entre os nimeros 101! + 2, 101! + 3,
..., 1011+ 101, em que 101! =1-2-3---101, ndo ha primos (o primeiro é multiplo de 2; o
segundo é multiplo de 3; ...; o dltimo é multiplo de 101).

“Avancando” uma unidade, a quantidade de primos em intervalos de 100 nimeros
consecutivos vai aumentando ou diminuindo de no maximo 1 unidade a cada passo. Assim,
como era 25 inicialmente, pode ser igual a 0 e aumenta ou diminui de 1 em 1, em algum
momento € igual a 15. O

Exemplo 2. (EUA) Seja n um inteiro maior do que 1. Sao dados 2n pontos no plano de
modo que entre eles ndo haja trés colineares. Dos 2n pontos, n sao coloridos de azul e os
demais n sao coloridos de vermelho. Uma reta do plano € dita balanceada quando passa
por um ponto azul e wm ponto vermelho e, em cada lado da reta, a quantidade de pontos
azuis e vermelhos sdo iguais.

Prove que existem pelo menos duas retas balanceadas.
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Solugao: Primeiro, consideramos o fecho convero dos 2n pontos, que é o menor poligono
que contém os 2n pontos. A melhor maneira de visualizar um fecho convexo é imaginar
0s 2n pontos como pregos e um eldstico muito pequeno, mas que se estende infinitamente.
Estenda o elastico até que ele contenha todos os 2n pontos e solte o eldstico; a figura
formada pelo elastico é o fecho convexo.

Se o fecho convexo contém pontos das duas cores, o problema acaba: de fato, considere
um conjunto de vértices consecutivos do fecho convexo, todos azuis (pode até ser um ponto
s6). Entao os vizinhos dos dois extremos sao vermelhos, de modo que ha pelo menos dois
pares de vértices consecutivos de cores diferentes. Esses pares de vértices consecutivos
determinam retas balanceadas: em um lado ha 0 ponto de cada cor e do outro, n — 1
pontos de cada cor.

Entao ficamos somente com o caso em que ha somente, digamos, pontos vermelhos no
fecho convexo. Seja A um dos vértices e gire um reta em torno de A, no sentido anti-
horério, obtendo 2n — 1 retas r1,79,...,79,—1 que passam por A e um dos outros 2n — 1
pontos. A cada reta, a diferenca entre a quantidade de pontos azuis e vermelhos do lado
“direito” da reta aumenta ou diminui em 1. Porém, inicialmente a diferenga é 2 (ja que a
ultima reta passa por dois vermelhos, sobram dois azuis a mais) e no final a diferenca é 0
(ndo ha pontos a direita). Entao, em algum momento é igual a 0 (nesse caso o ultimo; mas
serd que existem mais?).

Considere a primeira reta AB; cuja diferenca é zero. Entao a diferenca da reta anterior
é 1 (pois se fosse negativo, lembrando que inicialmente era 2 entdo teria chegado a zero
antes), de modo que na reta tinha um ponto azul a mais: esse ponto é B;. Logo B; é azul,
e o problema acabou, pois achamos uma reta para cada vértice do fecho convexo, que tem
pelo menos trés vértices. O

“OK, consigo achar, mas vai dar um trabalhinho”:
Algoritmos

Muitas vezes nao conseguimos exibir explicitamente algo mas conseguimos descrever como
obté-lo. Essas descricoes, feitas de maneira precisa, sao chamadas de algoritmos. Os
algoritmos devem satisfazer duas condicoes:

1. Funcionar (aposto que essa condigao vocé conhecial);
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2. Terminar.

O item 2 parece bobo, mas nao é. S6 para ilustrar: um motivo por que 1 nao é primo
é fazer com o algoritmo que fatora nimeros em primos descrito por “dividir pelo menor
primo positivo que é divisor até dar 1” termine.

Exemplo 3. (OBM) Isabel tem dois baralhos, cada um com 50 cartas. Em cada um dos
baralhos estdo escritos os numeros de 1 a 100 (em cada carta estdo escritos dois nimeros,
um em cada face da carta). Por um defeito de fabricagao, a distribui¢ao dos nimeros nas
cartas nao € a mesma nos dois baralhos (por exemplo, em um dos baralhos o 1 aparece na
mesma carta do 2; no outro, o 1 aparece com o 76).

Mostre como Isabel deve fazer para que, ao colocar as 100 cartas sobre uma mesa, as
faces voltadas para cima mostrem todos os numeros de 1 a 100.

Solugao: Podemos fazer isso tomando qualquer carta de qualquer baralho, colocando sobre
a mesa e vendo seu verso. Depois disso procuramos a carta de mesmo nimero do verso
(procurando no outro baralho, j& que ja foi usada no primeiro baralho). Fazemos com esta
carta o mesmo que foi feito com a primeira carta. Continua-se a fazer isso até fechar um
ciclo (um mesmo numero que j4 saiu em um baralho sair no outro).

Quando um ciclo for fechado pega-se outra carta e comega um novo ciclo. Fazendo isso
até o final das cartas as faces voltadas para cima mostrarao todos os ntmeros de 1 a 100.

Note que o processo termina, pois a quantidade de cartas que sobram apds fechar cada
ciclo diminui. O

Exemplo 4. (OBM) Considere todos os circulos cujas circunferéncias passam por trés
vértices consecutivos de um poligono convero. Prove que um desses circulos contém todo o
poligono.

Solugao: Sejam A e B vértices consecutivos do poligono. Tome um circulo que contém
todo o poligono e tenha AB como corda. Diminuindo o circulo, mas mantendo AB como
corda fazemos com que sua borda passe por um outro vértice P. Se A, B e P sao vértices
consecutivos, acabou. Caso contrario, suponha que A e P nao seja consecutivos. Aumenta-
mos o circulo, mantendo AP como corda, até que sua borda passe por um vértice () entre
A e P (nesse caso, o circulo ainda contém o poligono; vocé consegue ver por qué?). Se A,
@ e P sao consecutivos, acabou. Se nao, tome dois vértices nao consecutivos e continue.
Note que a quantidade de vértices entre as extremidades dos arcos sempre diminui;
entao o procedimento vai acabar, e nesse momento teremos trés vértices consecutivos. [

Problemas

1. (OBM) Vamos chamar de garboso o nimero que possui um miltiplo cujas quatro
primeiras casas de sua representagao decimal sdo 2008. Por exemplo, 7 é garboso
pois 200858 é multiplo de 7 e comeca com 2008. Observe que 200858 = 28694 x 7.

(a) Mostre que 17 é garboso.

(b) Mostre que todos os inteiros positivos sao garbosos.
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2. (OBM) Sobre uma reta hd um conjunto S de 6n pontos. Destes, 4n sao escolhidos
ao acaso e pintados de azul; os 2n demais sao pintados de verde. Prove que existe
um segmento que contém exatamente 3n pontos de S, sendo 2n pintados de azul e n
pintados de verde.

3. Seja A um conjunto de 2n pontos no plano, ndo havendo trés colineares. Prove que
para cada par de pontos X,Y € A existe uma reta que particiona A em dois conjuntos
de n pontos, sendo que X e Y pertencem a conjuntos diferentes.

4. (OBM) O planeta Zork é esférico e tem varias cidades. Dada qualquer cidade existe
uma cidade antipoda (i.e., simétrica em relacao ao centro do planeta).

Existem em Zork estradas ligando pares de cidades. Se existe uma estrada ligando as
cidades P e @ entao também existe uma estrada ligando as cidades P’ e )/, onde P’ é
a antipoda de P e Q' é a antipoda de Q). Além disso, estradas nao se cruzam e dadas
duas cidades P e ) sempre é possivel viajar de P a () usando alguma sequéncia de
estradas.

O prego da Kriptonita em Urghs (a moeda planetaria) em duas cidades ligadas por
uma estrada difere por no maximo 100 Urghs. Prove que existem duas cidades
antipodas onde o preco da Kriptonita difere por no maximo 100 Urghs.

5. (IMO) Sejam x1,x2, ..., x, nimeros reais que verificam as seguintes condicoes:

|71 + @2+ + x| =1

e
n+1
|| < % parai=1,2,...,n.
Demonstre que existe uma reordenacao (permutagao) yi,42, ..., yn de x1,x2,..., Ty
tal que
n+1
Y1+ 22+ | < ——
6. (IMO) Sejam n, p, g inteiros positivos com n > p + q. Sejam zg, 1, ..., T, inteiros

satisfazendo as seguintes condigoes:
(a) zg =z, =0;
(b) para cada inteiro i com 1 < i < n,

Ti— Ti—1 =poul;—=Ti-1=—¢.

Mostre que existe um par (i,7) de indices com i < j e (4,7) # (0,n) tal que z; = z;.

7. (Banco IMO) Seja Ay = (a1, a2, ...,a,) uma sequéncia de nimeros reais. Para cada
k > 0, a partir da sequéncia Ay = (x1,x2,...,Z,) construimos uma nova sequéncia
Ag41 como se segue:
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(a) Escolhemos uma partigao I UJ = {1,2,...,n} tal que a expressao

> T )

el jeJ

é minima. Os conjuntos I e J podem ser vazios; nesse caso, a soma é zero. Em
caso de haver mais de uma particao, escolhe-se uma ao acaso.

(b) Entao Agt1 = (Y1,%2,---,Yn),emquey; =x;+1sei€ley;=x;,—1sei € J.

Prove que, para algum inteiro positivo k& a sequéncia Ay contém um elemento z tal
que |z| > 3.

8. (IMO) Seja S um conjunto finito de dois ou mais pontos do plano. Em S nao ha trés
pontos colineares. Um moinho de vento é um processo que comeca com uma reta ¢
que passa por um tunico ponto P € §. Roda-se £ no sentido dos ponteiros do relégio
ao redor do pivot P até que a reta encontre pela primeira vez um outro ponto de S,
que denotaremos por (). Com ) como novo pivot, a reta continua a rodar no sentido
dos ponteiros do relégio até encontrar outro ponto de S. Este processo continua sem
parar, sendo sempre o pivot algum ponto de S.

Demonstre que se pode escolher um ponto P € S e uma reta £ que passa por P tais
que o moinho de vento resultante usa cada ponto de & como pivot infinitas vezes.

9. (OPM) No reino da Kruskalandia, ha estradas ligando as cidades, como mostra o
mapa a seguir. Todas as estradas sao de terra e por uma estrada pode-se transitar em
ambos os sentidos. O comprimento de cada estrada, em quilémetros, estd indicado,
fora de escala, no mapa a seguir.

O rei da Kruskalandia resolveu pavimentar algumas estradas do reino de modo que, a
partir de qualquer cidade, fosse possivel atingir qualquer outra viajando somente por
estradas pavimentadas. Como os cofres do reino andavam meio vazios, resolveu eco-
nomizar o maximo possivel. Chamou, entao, o matematico da corte, que prontamente
resolveu o problema. Agora é a sua vez.
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10.

11.

12.

1.

(a) Qual é o menor nimero de estradas que o rei precisa pavimentar?

(b) Qual é o menor nimero de quilometros de estrada que ele precisa pavimentar?
Indique, na folha de respostas, uma possivel escolha de estradas para isto.

(OBM) Um conjunto de casamentos é instdvel se duas pessoas que nao estao casadas
preferem-se mutuamente a seus conjuges. Por exemplo, se Alessandra e Daniel estao
casados e se Jiulia e Robinson estdo casados, mas Daniel prefere Julia a Alessandra e
Julia prefere Daniel a Robinson, entao o conjunto de casamentos Alessandra-Daniel
e Julia-Robinson ¢ instavel. Se um conjunto de casamentos nao é instavel, ele é dito
estdvel.

Considere agora um grupo de pessoas formado por n rapazes e n mogas. Cada rapaz
faz uma lista ordenando as n mocas de acordo com sua preferéncia e, da mesma
forma, cada moca lista os n rapazes na ordem de sua preferéncia. Mostre que é
sempre possivel casar os n rapazes e as n mogas de modo a obter um conjunto estavel
de casamentos.

(Vinganca Olimpica) Seja A1 Ag By By um quadrilatero convexo. Nos vértices A e Ao,
adjacentes, hd duas cidades argentinas. Nos vértices B; e By, também adjacentes,
héa duas cidades brasileiras. No interior do quadrilatero, existem a cidades argentinas
e b cidades brasileiras, sem haver trés cidades colineares. Determine se é possivel,
independentemente da posicao das cidades, construir estradas retas, cada uma das
quais conecta duas cidades argentinas ou duas cidades brasileiras, de modo que:

e Nao existam duas estradas que se intersectem em um ponto que nao seja uma
cidade;

e De qualquer cidade argentina, seja possivel chegar a qualquer outra cidade ar-
gentina; e

e De qualquer cidade brasileira, seja possivel chegar a qualquer outra cidade bra-
sileira.

Se for sempre possivel, monte um algoritmo que construa uma possivel configuragao.

(IMO) Numa competigdo de matemadtica alguns participantes sdo amigos. A ami-
zade é sempre reciproca. Dizemos que um grupo de participantes é um clique se
dois quaisquer deles sdo amigos (em particular, qualquer grupo com menos de dois
participantes é um clique). O tamanho de um clique é o nimero de seus elementos.
Sabe-se que nesta competicao o tamanho méaximo dos cliques ¢é par.

Prove que os participantes podem ser distribuidos em duas salas, de modo que o
tamanho maximo dos cliques contidos numa sala é igual ao tamanho méaximo dos
cliques contidos na outra sala.
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Respostas, Dicas e Solucgoes

1. Resolvamos ambos os itens. Tome N = 2008 - 10’ + k, com 10* > n. H4 10’ nimeros
N dessa forma que comecam com 2008, e entre um deles ha um multiplo de n. Entao
todo m inteiro positivo é garboso.

2. Comece com os 3n primeiros pontos. Seja k a quantidade de pontos verdes. Se
k = n acabou. Se nao, suponha, sem perda de generalidade, k£ < n. Os 3n iltimos
pontos tém 2n — k > n pontos verdes. Como mover um ponto para a direita muda
a quantidade pontos verdes em no maximo 1, em algum momento ha exatamente n
pontos verdes.

3. Considere uma reta r que passa pelo ponto médio M de XY e escolha um dos semi-
planos determinados pela reta. Gire r em torno de M; note que a diferenca a — b de
pontos de um lado e pontos do outro lado do semiplano muda de 1 em 1, comecando
de k e terminando em —k (apds girar 180°). Em algum momento atinge zero.

4. Primeiro considere um caminho PP, P, ... P, P’ ligando uma cidade & sua antipoda.
Entdo existe um caminho P'P) ... PP{P. Considere as diferengas entre pregos de
PeP P eP|,...,P,e P, P eP. Essa diferenga passa de k a —k e muda de
no méximo 200 a cada passo (aumenta em 100 ao ir de P; para P;1; e diminui de
100 de P/ para P; ;). O intervalo aceitdvel de diferenca entre cidades antipodas é
[—100, 100], de tamanho 200. Como vamos de k para —k e a diferenga muda em no
méximo 200, necessariamente é necessario passar pelo intervalo [—100, 100].

5. Considere as somas do tipo £(y1 + 2y2 + - - - + ny,) e ordene-as. Note que se a soma
S aparece entdo —S também aparece. Além disso, se trocamos y; com ;41 trocamos
S por S —iy; — (i + Dyip1 + iyir1 + (0 + 1)y = S+ (yi — yit1), cuja diferenca é
lyi — yig1] < 2- ”T'H =n + 1. Assim, a diferenca entre duas somas consecutivas nao
ultrapassa n 4+ 1. Como a menor soma € negativa e a maior é positiva e o intervalo
[ n+l n+l

-, T] tem tamnho n + 1, é obrigatdrio passar por ele, e obtemos uma soma no

intervalo desejado.

6. Primeiro, podemos supor, sem perda de generalidade, que mdc(p,q) = 1. Caso
contrario, dividimos todos os termos por mdc(p, q), e eles continuam inteiros. Agora,
sendo k a quantidade de indices i tais que x; —x;—1 = p, temos kp— (n—k)qg =0 =
gk = k=tgen—k=tp, de modo que n = (p+q)t, t > 1.

Agora construa uma linha poligonal comegando em (0, 0) e que se move uma unidade
para cima quando x; — x;_1 = p e uma unidade para a direita quando z; —x;_1 = —q.
Note que esse reticulado termina em (tp,tq). Para que x; = x; basta que existam
na linha poligonal dois pontos de coordenadas inteiras (a,b) e (¢,d) com ¢ —a = mp
ed—b=mq, 0 < m < t. Mas é s6 considerar o pedaco A da poligonal dentro
do retangulo de vértices (0,0), (0,q), (p,0) e (p,q). Suponha que a poligonal saia
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10.

do retangulo em um ponto (z,q) e considere os retangulos de vértices (mp, mq),
(mp, (m+1)q), ((m+1)p,mq) e (m+ 1)p,(m+ 1)q); dentro de cada retangulo faga
uma cépia de A. A linha poligonal deve passar de (x,q) a (tp,tq); entao ele atravessa
algum ponto de alguma cépia. Isso termina o problema, pois isso prova a existéncia
de dois pontos “congruentes médulo retangulo”, com a mesma diferenca de retangulos
tanto na vertical como na horizontal.

. Primeiro, provaremos que se todos os termos da sequéncia (z1,z2,...,x,) estdo no

intervalo |—a, a[ entao existe uma parti¢ao I, J com ‘Ziel Ti — EjeJ zj| < a. Para
isso, € s6 escolher sinais de + ou — para cada termo. Comece colocando + em x;
a cada passo, se a soma parcial é S < 0 coloque + no préximo termo e se a soma
parcial é S > 0 entdo coloque — no préximo termo. A cada passo sempre obtemos
uma soma parcial em |—a, af.

Suponha que todas as sequéncias obtidas sé tém nuimeros no intervalo |—n/2,n/2|.
Assim, como cada sequéncia é obtida somando 1 ou —1 a cada termo, existe uma
quantidade finita de sequéncias, e como podemos criar infinitas sequéncias, existem
duas iguais, A, = A,. Enfim, considere a soma dos quadrados de cada termo. Temos
Sn—=5n-1 = Ziel((xi“'l)z_5512)‘*'23‘6]((%'_1)2_$?) =2 er xi_Z]‘eJ zj)+n >0,
e se p > ¢ temos S, > Sy, o que é impossivel. Logo em algum momento temos
|x;| > n/2 para algum i.

. Considere uma reta orientada ¢ que passa por um ponto P € S de modo que as

quantidades de pontos a sua esquerda e direita tenham diferenca no maximo 1. Essa
diferenca vai continuar constante & medida que o moinho de vento girar. Além disso,
a cada momento / fica paralela a uma tnica reta rg que passa por um ponto @) de §
e divide os pontos & esquerda/direita com a mesma diferenca, e portanto quando o
moiho fica paralelo a uma reta rq ela deve coincidir com rq. Isso termina o problema,
pois cada angulo corresponde a um ponto e todos os pontos sao cobertos.

. Sa0 necessarias 8 estradas (uma drvore resolve o problema). A ideia ¢é tomar as

estradas mais curtas, sem formar ciclos. Com isso, obtemos um total de 1 + 2 4+ 2 +
4+4+7+8+9 = 37. Vamos mostrar que esse algoritmo funciona por inducao;
mais efetivamente, provemos que a cada passo as arestas escolhidas estdao contidas
em alguma arvore minima. Quando nao ha arestas, o resultado é imediato; agora,
suponha que executamos um passo, escolhendo a aresta minima e que nao forma
ciclo. Se antes tinhamos um conjunto S de arestas, pela hipétese de inducao existe
uma arvore minima A que contém S. Se A contém e, acabou; se ndo, A + e forma
um ciclo; isso quer dizer que ele contém uma aresta f que nao foi escolhida; s6 que f
tem valor maior ou igual do que e, entdao A+ e — f é uma drvore minima que contém

SuU{e}.

Vamos descrever um algoritmo que constréi um conjunto de casamentos estaveis. No
inicio, escolhemos um rapaz arbitrario que pede a primeira moca de sua lista em noi-
vado. Num passo genérico, um rapaz que nao estd comprometido pede em noivado a
primeira moca de sua lista a qual ele ainda nao cortejou. Se ela o preferir ao seu atual



POT 2012 - Combinatdria - Nivel 3 - Aula 15 - Prof. Carlos Shine

noivo, desmancha-se o noivado e forma-se o novo casal; o ex-noivo passa a integrar a
lista dos “descomprometidos”. Este processo continua até que todos os rapazes este-
jam noivos, o que ocorre num nuimero finito de passos, ja que cada rapaz pede sempre
uma moca diferente em noivado e cada mocga, uma vez comprometida, permanecerd
comprometida até o final (ndo necessariamente com o mesmo rapaz). Perceba que
todas as mocas receberao propostas de noivado, ja que todas elas aparecem na lista
de cada rapaz. Terminado o processo, realizam-se os casamentos.

Os casamentos assim obtidos sdo estaveis, pois a mogas que um determinado rapaz
prefere a sua esposa o preteriram e, portanto, estdo casadas com rapazes melhores
colocados em suas listas.

11. E sempre possivel construir as estradas, com o seguinte algoritmo:

(a) Divida o quadrilatero A3 AsB;By em dois triangulos, tragando uma de suas
diagonais;

(b) Se nao ha tridngulos sem estradas construidas, o procedimento terminou; caso
contrario, va para o passo 3;

(¢) Tome um dos triangulos XY Z com mais cidades em seu interior e construa as
estradas que ligam vértices de mesmo pais;

(d) Escolha uma dessas estradas, digamos XY, e tome a cidade P no interior de
XY Z mais préxima dessa estrada;

(e) Divida o triangulo XY Z nos triangulos PXY, PXZ e PY Z,
(f) Volte para o passo b.

Primeiro, como a quantidade de triangulos sempre aumenta até o passo b decretar o
fim do procedimento, o algoritmo sempre termina. Vamos provar que funciona por
inducao sobre a quantidade de tridngulos construidos até o término do algoritmo.

Antes de comegar a indugado, vamos provar que durante o algoritmo nunca aparece
um tridangulo com os trés vértices do mesmo pais com alguma cidade em seu interior.
Note que os dois triangulos iniciais nao tém os trés vértices do mesmo pais. Considere,
por absurdo, o primeiro triangulo XY Z de trés vértices de mesmo pais gerado pelo
algoritmo com alguma cidade em seu interior e considere o passo que gerou esse
triangulo. Entao um desses vértices, digamos X, estava no interior de um triangulo
YZK. Como YZ é a tnica estrada de YZK construida, entdo X é o cidade no
interior de Y ZK mais préxima de Y Z, de modo que nao é possivel que haja cidades
no interior de XY Z, um absurdo.

Vamos a inducao. A base é o caso em que temos 2 triangulos e é imediato.

Agora, suponha que o algoritmo divida o quadrildtero em uma certa quantidade de
tridngulos e que funcione para uma configuracdo com menos tridngulos. Seja ) o
ultimo ponto escolhido no passo d do algoritmo. Note que Q) é a ultima cidade a
ser interligada com as demais. Aplique a hipdtese de inducao para o conjunto das
cidades exceto (). Entao () estava no interior de um triangulo XY Z com dois vértices
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X e Y de um pais e um vértice Z de outro. Suponha, sem perdas, que X e Y sao
brasileiras. Se Z é brasileira, ela se conecta a X e Y; se é argentina, se conecta a Z.
Note que nao cruzamos estradas e que Z estd conectada, assim como todas as outras
(pela hipétese de indugao). A demonstracao esta completa.

Sejam c(A) e ¢(B) as quantidades de pessoas nos cliques maximos nas salas A e B.
O problema é resolvido pelo seguinte algoritmo:

(a)

Coloque um maior clique M na sala A e os demais na sala B. Temos c¢(A) =
2m > ¢(B).

Enquanto ¢(A) > ¢(B), transfira uma pessoa da sala A para a sala B. Depois
desse passo, temos c¢(A) < ¢(B) < c¢(A) + 1, pois a cada execugdo desse passo
¢(A) diminui em 1 e ¢(B) aumenta em no maximo 1. Também temos c¢(A4) > m.

Seja ¢(A) = k. Se ¢(B) = k pare. Caso contrario, ¢(B) = k + 1. Note que
kE=|Al=|ANM|>me|BNM|<m.

Se existe uma pessoa x € BN M e um clique C C B talque |C| =k+1ex ¢ C,
transfira x para A e pare. Temos ¢(A) = k + 1 (alguém de M voltou para A) e
como z ¢ C temos ¢(B) = |C| =k + 1 e temos o que queremos.

Agora todos os cliques maximos de B contém B N M. Enquanto ¢(B) = k + 1,
escolha um clique C' C B com |C| = k + 1 e transfira um elemento de C'\ M de
B para A. Como |C| =k +1>m > |BN M|, sempre existe esse elemento. No
final desse passo, temos ¢(B) = k. O que acontece com ¢(A)? Primeiro, como
ANM C A temos ¢(A) > k. Na verdade néo é possivel que haja um clique maior.
Sendo @ um clique qualquer de A, ele contém alguns elementos de M, e outros
elementos que foram movidos de cliques de B. Como todos esses cliques contém
BN M, todos os elementos de @) sao amigos de todos os elementos e BN M, de
modo que Q U (BN M) também é um clique. Mas |[Q U (BN M)| < |M| <~
QI+ [BOM| < M| <= [Q+|M|—|MNA <M < |Q<|AnM| =k
Logo, ap6s esse passo temos ¢(A) = ¢(B), e todos os casos estao cobertos.

10



