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Prof. Carlos Shine

Probabilidades

Probabilidades aparecem em varias situagoes, tanto em matematica pura como aplicada.
Probabilidades aparecem em experimentos que, em principio, nao podem ser previstos com
certeza. Parece nao fazer sentido tentar prever experimentos incertos, mas é exatamente
isso que a probabilidade faz. Vejamos como.

Espaco amostral, evento, probabilidade

Considere um experimento. O conjunto de todos os possiveis resultados desse experimento
é o espaco amostral. Muitas vezes nos interessamos em algum subconjunto desse espago
amostral. Qualquer subconjunto do espaco amostral é chamado evento. Dependendo do
conjunto (se ele for discreto ou continuo), associamos a cada elemento do conjunto um
numero que descreve frequéncia relativa, que em conjuntos discretos denominamos probabi-
lidade e em conjuntos continuos denominamos densidade de probabilidade. Trabalharemos
s6 com conjunto discretos.

Definicao 1. Dado um espaco amostral S, definimos probabilidade como uma func¢ao
P:P(S)—[0,1] (ou seja, associamos a cada evento um nimero) tal que

1. P(0) =0 (a probabilidade de nada acontecer € zero);

2. P(S) =1 (a probabilidade de qualquer coisa acontecer é 1 = 100%);

3. Se ANB =0 entao P(AUB) = P(A) + P(B) (regra do OU para eventos disjuntos).
Com isso, probabilidade de um evento E pode representar:

1. chance de E acontecer;

2. a frequéncia com que E acontece;

3. informagdo/incerteza: se P(E) = 50%, entao E é bastante incerto; se P(E) é préximo
de 100% entao é quase certo que E ocorre; se P(E) é préximo de 0 entao é quase
certo que F nao ocorre.
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Quando temos espacos equiprovdveis, ou seja, cujas probabilidades sao iguais para cada
elemento do espago amostral (isso é o mesmo que dizer que cada um tem a mesma chance
de ocorrer), a probabilidade pode ser calculada por

_|E|] _ casos favordveis

P(E)

" |S|  casos possiveis

Por causa da simplicidade dessa férmula, vamos preferir, sempre que possivel, traba-
lhar com espacos equiprovaveis. Note que ai precisamos de certa sensibilidade para verificar
quando um espago amostral é equiprovavel: caimos, nesse caso, em um problema de mode-
lagem, em que hd uma preocupacao de o modelo matematico ter algum compromisso com
a realidade do experimento em questao.

Enfim, ressaltamos que

Evento é subconjunto do espago amostral.

Parece 6bvio? Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 1. Na Lotomania, sdo sorteados 50 de 100 numeros. O sorteio consiste em
escolher 20 dos 100 numeros, sem repeticao. Ezxistem um prémio mdximo para quem acerta
0s 20 numeros entre os seus 50 e um prémio menor para quem ndao acerta nenhum dos 20
numeros. Calcule a probabilidade de uma aposta ganhar o prémio mdximo e a probabilidade
de uma aposta ganhar o prémio menor.

= . N ;. , /100 iy eqe . 50 ~ .
Solucao: Para o prémio maximo, ha ( 50) possibilidades, das quais (20) sao favoraveis.

Entao a resposta é

certo?

Errado! Note que (15%0) é a quantidade de apostas possiveis e (38) é a quantidade de
sorteios contidos nas respostas. Entao estamos considerando um conjunto que ndo estd
contido no espago amostral.

O que nos induziu ao erro? Foi simplesmente o fato de nao termos definido o espago
amostral. Facamos isso agora. H& pelo menos duas possibilidades: apostas ou sorteios.

Resolvamos o problema das duas formas:

1 N . .
5%0) e as apostas que contem os vinte numeros sortea-

e Usando apostas: temos |S| = (
dos sao em total de |E| = (38) : (28) (escolhemos os 20 ntimeros sorteados e mais 30
entre os 80 numeros restantes para completar a aposta. Com isso, a probabilidade
de ganhar o prémio maximo é

20\ (80
(20) ) (30) 80! 50!

(15%0) 30! 100!
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e Usando sorteios: temos |S| = (12000) sorteios, dentre os quais (38) estao contidos na
aposta. Entao a probabilidade é
50
(20)
(100)
20

Parece outra resposta, mas nao é:

(o) 50!80!

(12%0) ~30!100!

A outra probabilidade fica para o leitor (calcule e vocé talvez terd uma pequena sur-
presal).

Probabilidade condicional

Considerando que probabilidade mede chance ou informacao, qualquer informacao adicio-
nal restringe o espago amostral e faz com que precisemos recalcular a probabilidade.

S

Denotamos P(A|B) como a probabilidade de A sabendo que ocorreu B. O célculo em
espagos equiprovaveis é

ANB
P(AB) = . 5] |

Podemos usar probabilidades no lugar de cardinalidades:

B |AN BJ|/|S| B P(ANB)
PAIB) = 55T =~ pB)

Em espacos nao equiprovaveis, usamos a formula com probabilidades.

Regra do E

Mexendo um pouco mais com a equacao anterior, temos

P(ANDB)

P(AIB) = =55

< P(ANB)=P(B)-P(A|B)

Esse resultado é conhecido como regra do FE.

Em muitos casos é possivel resolver problemas de probabilidade condicional com a boa
e velha férmula dos espacos equiprovaveis, refazendo o espago amostral.
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Exemplo 2. Qual a probabilidade de obter duas caras mno lancamento de trés moedas,
sabendo que

(a) uma das moedas deu cara?
(b) a moeda da esquerda deu cara?
Solugao:

(a) Representando K para cara e C' para coroa, nosso espaco amostral deixa de ter CCC,
tendo 23 — 1 = 7 elementos. Desses, trés sao favordveis: K KC, KCK, CKK. Entao
a probabilidade é %

(b) Nosso espaco amostral é agora {KCC, KCK, KKC, KKK}, e dois dos quatro casos
sao favoraveis, de modo que a probabilidade é % = %
Nem sempre podemos fazer isso, porém.

Exemplo 3. Sabe-se que a chance de chuva no GP Mat de F1 é 30%. O piloto Pepe Legal
tem 40% de chance de vencer caso chova e 20% de vencer caso ndo chova. Sabendo que
Pepe Legal venceu, calcule a probabilidade de ter chovido.

Solucao: Sejam C' o evento “choveu” e V' o evento “Pepe Legal venceu o GP Mat”. Temos
P(C) = 30%, P(V|C) = 40% e P(V|C) = 20% (C ¢ o evento complementar de C; note
que, pela regra do OU, P(C)+ P(C) =1 < P(C)=1- P(C)).

A probabilidade pedida 6 P(C|V) = E5py2. P(CNV) & ficil de caleular: P(CNV) =
P(C)-P(V|C)=10,3-0,4 =0,12. Quanto a P(V'), basta notar que Pepe Legal pode vencer
com ou sem chuva, com probabilidades P(V N C) =0,12e P(VNC) = P(C) - P(V|C) =

0,7-0,2=0,14. Logo P(V) = 0,12 + 0,14 = 0,36 e a probabilidade pedida é

012 6
026 13"

PVI|C) =

Alguns se sentem mais confortdveis com o diagrama de arvore a seguir, que inclui
algumas outras probabilidades:

P(CNV)=0,12

0,4
a

03 C

a AN B
0,6 P(CNV)=0,18
0,2 P(éﬁ V)=0,14

S

o7 C

N\

0s P(CNV)=0,56

Outros preferem usar uma tabela:
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C C Total
Vv 04-03=0,12 | 0,2-0,7=0,14 | 0,26
14 0,6-0,3=0,18| 0,8-0,7=0,56 | 0,74

Total 0,3 0,7 1

Eventos independentes
Se P(A|B) = P(A), dizemos que A e B sao independentes. Note que isso quer dizer que
saber que B ocorre néo altera a chance de A ocorre. De certo modo, o evento B é irrelevante
para A.

Em termos de proporcoes, se A e B sao independentes, a propor¢ao de A dentro de B
se mantém em relagao a proporcao de A em relacao a todo o espaco amostral.

Uniao de eventos: a regra do OU

Quando tivermos eventos Aj, Ao, ..., A, dois a dois disjuntos (nunca acontece dois deles
simultaneamente, ou A; N A; = () para i # j), temos

P(Oz‘h‘) IP(A1UA2U---UAn)IP(A1)+P(A2)+---—|—P(An)ZiP(Az’)
=1 =1

Como ¢ de se esperar, a probabilidade também satisfaz o principio da inclusdo-exclusao.
Por exemplo,

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANnB)
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-—P(ANB)—P(BNC)—P(CNA)+P(ANBNC)

Podemos entao obter uma estimativa bacana a partir do principio da inclusao-exclusao:
pode-se mostrar que

Proposicao 1. A probabilidade da uniao de eventos € menor ou igual a soma das proba-
bilidades dos eventos. Ou seja,

P (O Ai> = P(A1UA3U...UA,) < P(Ay) + P(Ag) + -+ P(A,) = zn:P(Ai)
=1 =1

Valor esperado e variancia

Agora, consideremos um experimento que fornece um nimero X como resultado. Chama-
mos X de varidvel aleatoria. Estamos interessados em saber a média dos niimeros obtidos
quando repetimos o experimento muitas vezes. Tal média é chamada valor esperado de X.
Como o valor X = a ocorre na fragdo P(X = a) dos experimentos, o valor esperado de X
pode ser dado por
E(X)=) P(X=a)a
acA
onde A é o conjunto de todos os valores que X pode assumir.
Nao ¢ dificil mostrar que
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Proposicao 2. O wvalor esperado € linear, ou seja, E(X +Y)=E(X)+E(Y) e E(kX) =
kE(X) para k constante.

O principio da casa dos pombos com médias simplesmente nos diz que

Proposicao 3. Sendo X wuma varidvel aleatoria. Entao X assume um wvalor menor ou
igual a E(X) e um valor maior ou igual a E(X).

A variancia mede o quanto a variavel fica distante da média; quanto maior a variancia,
maior a variabilidade. Temos

var(X) = B(X — B(X))> = Y P(X = a) - (a — B(X))’
a€A

E comum denotarmos 1 = E(X) e 02 = var(X) (sim, usamos essa notacio, ao quadrado

mMesmo).
A variancia tem as seguintes propriedades:

Proposicao 4. Sendo X e Y wvaridveis aleatorias independentes, ou seja, P(X = alY =
b) = P(X = a) para todos a,b, temos var(kX) = k% var(X), var(X +Y) = var(X) +var(Y)
evar(X —Y) =var(X) + var(Y) (sim, € estranho assim mesmo).

A estranheza das duas tdltimas férmulas vem da defini¢do de covariancia cov(X,Y)
entre duas varidveis aleatérias X e Y. Por definicao,

cov( X, Y)=E(X - EX))(Y —E(Y))=EXY)—-EX)E(Y)
e a variancia fica
var(X+Y) = var(X)+var(Y)+2cov(X,Y) e var(X —Y) = var(X)+var(Y)—2cov(X,Y)
E essencialmente quadrado da soma/diferencga; sé que quando as varidveis sao indepen-

dentes temos cov(X,Y) = 0.
Desigualdades de Markov e Chebyshev

O valor esperado e a variancia podem dar boas estimativas sobre a probabilidade.

Teorema 1 (Desigualdade de Markov). Seja X uma varidvel relacionada a um evento e
seja A o conjunto dos possiveis valores de X. Mostre que

E(X)

P(X >a) <
a

Demonstracao: Considere a varidvel indicadora

7 J1, seX >a
Kze 0, seX <a
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Para cada X € A temos
XZaIXZa <~ P(X)'XZCLIXZa-P(X)
= > P(X)-X>a) Ixsq P(X)

XeA XeA
— E(X)>a) P(X)
X>a
B(X)

<— P(X >a)<

a
O

Exemplo 4. Considere um experimento que gera um niumero inteiro entre O e n. Mostre
que se o valor esperado deste nimero € menor que 1, entdo a probabilidade do nidmero ser
0 € maior que zero, isto €, € possivel que o numero seja 0.

Solugao: Provemos a contrapositiva, ou seja, que se X nunca é zero entdo E(X) > 1. Se
P(X =0)=0,entao P(X >1)=1¢e

E(X):znjp(xza).azznjp(xza):1-p(X:0):1.
a=0 a=1

O
Com um pouco mais de informagcao, podemos obter alguns resultados um pouco melho-
res.

Teorema 2 (Desigualdade de Chebyshev). Seja X uma varidvel aleatdria com média v e
variancia 0. Para todo real positivo X,

1

P(X — ) 2 00) < 55,

Demonstracao: Usando a desigualdade de Markov para a varidvel aleatéria Y = (X —pu)?,
temos

EY) E((X — pn)?)
2 2 2 2 2
o? 1
= P(X —pulzro) < 55 =5
O
Exemplo 5. Prove que P(X =0) < %
Solugao: Pela desigualdade de Chebyshev,
i 1 var(X)
PX=0)L<P(|X—-pul>pu==-0) < =
X =0 < P(X-pl2 =0 0) < (g = Gy
O
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O método probabilistico

Muitas vezes queremos demonstrar a existéncia de algo. J& vimos técnicas que fazem
isso, como o principio da casa dos pombos e continuidade discreta. Mas também podemos
utilizar probabilidades, com resultados fantdsticos! Usamos a seguinte ideia:

Se P(A) > 0 entao existe um elemento com a propriedade A.

Como costuma ser dificil mostrar que um numero é positivo, costumamos trabalhar
com o complementar:

Se P(A) < 1 entao existe um elemento com a propriedade A.

Exemplo 6. Um torneio de ténis com n participantes (onde todos jogam uma tunica vez
contra todos) tem a propriedade Sy se, para todo conjunto X de k participantes do torneio,
existe um participante nao pertencente a X que venceu todos os participantes de X . Mostre
que para cada k existe um torneio com a propriedade Sy.

Solugao: Estimaremos a probabilidade P(n) de um torneio com n participantes nao ter a
propriedade Sy e mostraremos que existe n tal que P(n) < 1 (de modo que a probabilidade
de o torneio ter S é 1 — P(n) > 0).

Tomemos um torneio em que a probabilidade de cada tenista vencer cada jogo é 1/2.
Fixemos um conjunto X com k participantes. Este conjunto “estraga” o torneio se todos
os n — k demais participantes perde de pelo um participante de X. A probabilidade de isso

n—k
acontecer é (1 - (%)k) (por qué?). Como existem (Z) conjuntos X'’s, a probabilidade

: .y : K\
de um ou mais deles “estragar” o torneio é menor ou igual a (Z) (1 — (%) ) (ou um

estraga ou outro estraga ou...). Logo

o< (i) (1— (i)) = 1-Pm>1-(}) (1_ (;))

Deste modo, basta

G e (O -G)) <

Como

1\* 1 N
1— (= <1l = m>k-2" -1,
2 1—
m+1
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entao §7+)1) < 1 param > k-2F -1, o que implica

f(k-2F—1)

f(m) <a-c™, onde a = T

Assim, sendo a e ¢ constantes com 0 < ¢ < 1, e ¢" arbitrariamente préximo de 0 quando
m ¢é suficientemente grande, temos que existe n tal que f(n) < 1. O

As vezes s6 ter probabilidade maior do que zero nao adianta. Muitas vezes provamos
que algo que quase tem a propriedade existe e fazemos modificacoes.

O seguinte resultado foi obtido por Erdos, em 1959. Definimos o ndmero cromdtico de
um grafo como o menor nimero de cores necessarias para pintar os vértices do grafo de
modo que nao haja dois vértices de mesma cor ligados por uma aresta (sim, isto tem a ver
com o teorema das quatro cores!). A cintura de um grafo é o nlimero minimo de vértices
dos ciclos contidos no grafo.

Exemplo 7. Mostre que existe um grafo com miumero cromdtico maior que X e cintura
mator que g, para todos X, g inteiros positivos.

Solucao: Considere um grafo com n vértices e, para cada par de vértices, ligamos uma
aresta aleatoria e independentemente com probabilidade p a ser determinada. Seja X o
nimero de ciclos com tamanho no maximo g. A probabilidade de um ciclo ter os vértices
V1,02, ..., U, k>3, 6 (k—1)1pF/2 (hd (k — 1)! permutacdes circulares, mas pode ser nos
dois sentidos). Assim, para np < 1,

E(X)—Zg:<z>(k <kzg::3 5% )’

k=3

Em particular, pela desigualdade de Markov, p; = P(X > n/2) < 2FE(X)/n.

Agora, vamos ao numero cromatico. Antes precisamos do numero de independéncia
de um grafo G a(G), que é simplesmente a maior quantidade de vértices tais que nao ha
dois ligados por aresta em G. A quantidade de conjuntos sem arestas é, entao, pelo menos
[V(G)|/a(G) (todo conjunto sem arestas tem no méaximo «(G) elementos), e como pintamos
exatamente conjuntos sem arestas, o nimero cromatico é pelo menos |V (G)|/a(G).

Entao a ideia é estimar o numero de independéncia a de G. Queremos que ele seja
maior ou igual a n/y. Mas isso é facil de estimar: a probabilidade de um conjunto com m

vértices nao ter arestas é (1 — p)(gﬂ) Entao, pela desigualdade da uniao,

p2=Pla>m) < <?Z> 1 —p)(3) < pmeP(3) = (ne—pm-1)/2)m
em que usamos a desigualdade 1 — x < e™* para = > 0.

Assim, a probabilidade de um grafo ter mais de n/2 ciclos “pequenos” ou ter nimero
cromético menor do que x é no maximo p; + p2. Entao basta escolher N e p para os quais
p1 + p2 < 1. Vamos fazer melhor: Vamos fazer p1 e po ficarem préximos de zero.

Primeiro, para diminuir p; < £ 2g(mo) = n?p3g, fazemos np pequeno e n grande (por
exemplo, p = n~2/3=¢ basta, e p; < ¢ /n3¢, que fica arbitrariamente préximo de zero quando
n cresce). Isso faz sentido: é melhor ter poucas arestas para ter menos ciclos.
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Vamos a ps < (ne*p(mfl)/z)m. Vamos escolher m perto de 3Inn/p, de modo que

—p(m —1)/2 < —plnn/p = —Inn = ne PmD/2 < pe=m" = 1, como o expoente
m = 3n?/3t¢Inn fica arbitrariamente grande, ps pode ficar arbitrariamente pequeno.

Entao, para algum n suficientemente grande, conseguimos um (na verdade, muitos — a
maiorial) grafo G com n vértices com no méximo n/2 ciclos “pequenos” e o menor que m.
O segredo agora é tirar vértices: tiramos um vértice de cada um dos ciclos “pequenos” e
obtemos um grafo com pelo menos n/2 vértices. A retirada de vértices nao aumenta o «,
entao temos

n/2 n/2 nl/3=¢

~ m  3n2/3telnn  6lon

e basta escolher n tal que essa ultima fragdo é maior que k, o que é possivel pois nl/3-¢

cresce bem mais do que 61nn para e < 1/3. O
Outra ideia é utilizar o principio da casa dos pombos com médias, ou seja, valor espe-
rado.

Exemplo 8. Considere um torneio de ténis com n jogadores. Um caminho hamiltoniano
do torneio € uma sequéncia de n jogadores distintos i1, io, ..., i, tais que i1 vence ig,
iy vence i3, ..., in_1 vence in. Mostre que ewiste um torneio com pelo menos n!/2" 1
caminhos hamiltonianos.

Solugao: Para cada um dos (Z) pares de jogadores, jogue uma moeda honesta para decidir
quem ganha o jogo. Entao, para cada uma das n! permutagoes dos jogadores, a probabili-
dade de eles estarem “na ordem certa” na classificacdo é 1/2"~! (1/2 para o jogo entre o
i-ésimo e o (i + 1)-ésimo jogadores, 1 < i < n). Assim, como hd n! permutagoes, o valor
esperado de caminhos hamiltonianos é n! - 2,%1 Assim, pelo principio da casa dos pombos

com médias, existem torneios com pelo menos n!/2"~! caminhos hamiltonianos. O

Exemplo 9. (EUA) Sendo n > 2 inteiro, sejam x1,x2, ..., T, Teais tais que
_ 2 2 2 _
l’l"’l’Z““"l’n—O e $1+$2+"'+-’En—1.

Para cada subconjunto A C {1,2,...,n}, defina

SA:ZQZ‘Z‘.

€A

(se A € o conjunto vazio, Sy =0.)
Prove que para todo real positivo A a quantidade de conjuntos A satisfazendo Sp > X\ €
no mdzimo 2" 3 /\2. Para que valores de x1,x2,...,Tn, X ocorre a iqualdade?

Solugao: Parece um problema de édlgebra (e, de certa forma, é), mas tem um pouco de
combinatéria no meio (a parte da quantidade de conjuntos). Como tem A2, a ideia é elevar
as somas ao quadrado e somar tudo. Sendo S a soma total de todos os S4’s, somando
sobre todos os subconjuntos de {1,2,...,n}, temos em S termos do tipo x%, 1<k<n,e
do tipo zjz;, 1 <i < j<n. O kdo a:z aparece em 2"~! subconjuntos, logo o coeficiente
de :ci em S é 271 além disso, os termos x;x; aparecem em todo S4 com 4,5 € A, e

10
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aparece multiplicado por 2. Como hi 2772 tais subconjuntos, o o coeficiente de iy é

2.2n=2 = 2"~1  Togo, utilizando a notacdo de polindmios simétricos sy = Y i<k<n x% e
_ . _ 2 (2 -

o9 = Zl§i<j§n ziz; e lembrando que sy = 07 — 209 <= 09 = (0] — 52)/2,

2

S =on-1 Z xi + Z rizj | = 2" (59 4 09)

1<k<n 1<i<j<n

=2n! (32+ U%;‘Sz) =i (1+ 022_ 1> =2n?

Mas S4 + S5 = 0, logo os S4’s positivos e negativos vém aos pares. Somando somente
sobre os S4’s positivos, obtemos como total da soma dos quadrados S/2 = 2773, Agora,
somando s6 sobre 0s S4’s maiores ou iguais a A, sendo N a quantidade de tais subconjuntos
obtemos

n—3

A2

on—3 > Z Sy >N-\2 = N<
Sa>A

A igualdade ocorre quando todos os S4’s tém soma igual a £ ou zero. Isso sé acontece
se tem 86 um A\ e um —A\ (se tiver mais de um A, tem um subconjunto com soma 2\, e nao
da certo. Assim, o caso de igualdade ocorre quando (x1,x2,...,2,) = (A, —X,0,...,0) e
permutacoes. Substituindo na condicio da soma dos quadrados, achamos A = v/2/2. [
Agora, o que esse problema tem a ver com método probabilistico? Na verdade, o

problema é inspirado no método do segundo momento.

Outra solucao: Considere varidveis aleatérias independentes V;, em que V; = 2x; com
probabilidade 1/2 e V; = 0 com probabilidade 1/2. Note que E(V;) = % < 2x; + % 0=z e
var(V;) = %(2:1% —z)? + %(0 — ;)% = 22 Entdo, sendo V =V; + Vo + -+ - + Vp,

EV)=EWV)+EMWV)+ -+ E(Vy)=a1+22+  +2,=0
var(V) = var(Vy) + var(Va) 4+ - +var(V,) =23 + 23+ - + 22 =1

Agora, o que representa um valor tipico de V? Com probabilidade (1/2)" = 1/2", V é

igual a ) .. 4 2x; = 254 para algum A C {1,2,...,n}. Ou seja, V assume cada valor de
254.
Aplicando a desigualdade de Chebyshev com = E(V) =0e o = y/var(V) = 1, temos
1 1
P(V]|>2x-1) < <— P(Sa| >N < -—
(| ‘— )—(2)\)2 (| A|— )—4)\2
Mas sabemos que 0s S4’s positivos e negativos aparecem aos pares, logo
1 1 1
PSa> N —=—
BazN<5 10~ 5e
Sendo N a quantidade de conjuntos A com S4 > A, temos
N 1 2n—3
— < — << N<
2n — 82 - \2
O caso de igualdade é encontrado como na solugao anterior. O

11
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Problemas

1. (OBM) Duas pessoas vao disputar uma partida de par ou impar. Elas nao gostam do
zero e, assim, cada uma coloca 1, 2, 3, 4 ou 5 dedos com igual probabilidade. Calcule
a probabilidade de que a pessoa que escolheu par ganhe.

2. (OBM) Uma rifa foi organizada entre os 30 alunos da turma do Pedro. Para tal, 30
bolinhas numeradas de 1 a 30 foram colocadas em uma urna. Uma delas foi, entao,
retirada da urna. No entanto, a bola caiu no chao e se perdeu e uma segunda bola
teve que ser sorteada entre as 29 restantes. Qual a probabilidade de que o nimero
de Pedro tenha sido o sorteado desta segunda vez?

3. (OBM) Dois cubos tém faces pintadas de ocre ou magenta. O primeiro cubo tem cinco
faces ocres e uma face magenta. Quando os dois cubos sao langados, a probabilidade
de as faces viradas para cima dos dois cubos serem da mesma cor (sim, ocre e magenta
sao cores!) é 1/2. Quantas faces ocres tem o segundo cubo?

4. (OBM) Uma colonia de amebas tem inicialmente uma ameba amarela e uma ameba
vermelha. Todo dia, uma tunica ameba se divide em duas amebas idénticas. Cada
ameba na colonia tem a mesma probabilidade de se dividir, nao importando sua idade
ou cor. Qual é a probabilidade de que, apdés 2006 dias, a colonia tenha exatamente
uma ameba amarela?

5. (OBM) No programa de auditério Toto Bola, o apresentador Cigo Magallanes dispoe
de duas caixas idénticas. Um voluntério da platéia é chamado a participar da seguinte
brincadeira: ele recebe dez bolas verdes e dez bolas vermelhas e as distribui nas duas
caixas, sem que o apresentador veja, e de modo que em cada caixa haja pelo menos
uma bola. Em seguida, o apresentador escolhe uma das caixas e retira uma bola. Se
a bola for VERDE, o voluntario ganha um carro. Se for VERMELHA, ele ganha uma
banana. A méxima probabilidade que o voluntario tem de ganhar um carro é igual a
%, em que m e n sao inteiros positivos primos entre si. Determine o valor de m + n.

6. (OBM) Um quadrado de lado 3 é dividido em 9 quadrados de lado unitario, formando
um quadriculado. Cada quadrado unitario é pintado de azul ou vermelho. Cada cor
tem probabilidade % de ser escolhida e a cor de cada quadrado é escolhida indepen-
dentemente das demais. Qual a probabilidade de obtermos, apds colorirmos todos
os quadrados unitarios, um quadrado de lado 2 pintado inteiramente de uma mesma
cor?

7. (OBM) Quantos dados devem ser langados ao mesmo tempo para maximizar a pro-
babilidade de se obter exatamente um 27

8. (OBM) Ao jogarmos uma certa quantidade de dados cibicos com faces numeradas
de 1 a 6, a probabilidade de obtermos soma dos pontos 2006 é igual a probabilidade
de obtermos soma dos pontos S. Qual é o menor valor possivel de S7

12
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(OPM) Nos avides, o cartao de embarque indica, entre outras coisas, o lugar onde o
passageiro deve se sentar.

Murali, o primeiro passageiro a embarcar em um aviao, com lugar para 100 pessoas,
perdeu seu cartao de embarque, e por isso sentou-se em um assento que escolheu
aleatoriamente. Em seguida, cada um dos demais 99 passageiros sentou-se em seu
lugar, se este estava livre, ou caso contrario escolheu ao acaso um dos assentos vagos.

Seja P(k) a probabilidade de o k-ésimo passageiro a embarcar tenha sentado em seu
lugar designado.

a) Calcule P(2), P(3) e P(4).
b) Encontre uma expressao para P(k), 2 < k < 100. Nao se esquega de que vocé
deve justificar sua resposta.

(BAMO) Sao dados n ntimeros reais, nao todos nulos, cuja soma é 0. Prove que é
possivel rotular os nimeros em alguma ordem ai,ao,...,a, de modo que

arae + asas + -+ + an_1a, + anay < 0.

Sejam Aj, Ag, ..., A, subconjuntos de A = {1;2;3;...;n}. Colorimos cada elemento
de A de azul ou vermelho. Mostre que podemos pintar os elementos de modo que no
maximo Zgzl(%)‘A”_l dos subconjuntos tenha todos os elementos de mesma cor.

Prove que é possivel pintar cada um dos ntmeros 1, 2, 3, ..., n de vermelho ou azul
de modo que nao exista uma progressao aritmética com k > 3 elementos pintados da
mesma cor quando n < 2/2,

Sejam p e ¢ reais nao negativos cuja soma é 1 e m e n inteiros nao negativos. Prove
que
I=p")"+(1—-¢")" =1

(Banco da IMO) Seja A um conjunto de n residuos médulo n?. Prove que existe um
conjunto B de n residuos médulo n? tal que pelo menos metade dos residuos médulo
n? pode ser escrito como a +bcoma € Ae b€ B.

(Suécia) Uma cidade tem 3n habitantes. Quaisquer duas pessoas na cidade tém um
amigo em comum na cidade. Mostre que é possivel escolher um grupo de n pessoas
da cidade de modo que todas as demais 2n pessoas conhecem pelo menos uma das
pessoas do grupo.

Um conjunto A é dito livre de somas se a soma de quaisquer dois elementos (possi-
velmente iguais) de A nao pertence a A. Prove que todo conjunto B de inteiros nao
nulos tem um subconjunto livre de somas com pelo menos |B|/3 elementos.

Um conjunto X = {x1,x9,...,2x} tem somas distintas se todas as somas
> w, SC{1,2,...,k}
€S

13
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sao distintas.

Seja f(n) o tamanho maximo de um subconjunto de {1,2,...,n} com somas distintas.
O exemplo {1,2,4,...,2U°8271} mostra que f(n) > 1+ |logyn|. Prove que

1
f(n) <logyn + 5 logy logy 1 + ¢,

sendo ¢ uma constante. Use o fato de que 2¥ > nk = k < logyn + logy logsn + ¢
para alguma constante c.

Bibliografia

1. N. Alon, J. H. Spencer, P. Erdés, The Probabilistic Method, John Wiley & Sons 1992.

2. T. Andreescu e Z. Feng, 102 Combinatorial Problems, From the training of the USA
IMO team, Birkh&user 2003.

3. R. Boppana, Unexpected Uses of Probability. Disponivel na Internet, 2005.

4. Diversas listas do professor Po-Shen Loh, disponiveis em

http://www.math.cmu.edu/"ploh/olympiad.shtml

Respostas, Dicas e Solucgoes

1. % Faca uma tabela 5 x 5 com os resultados possiveis.
2. 3—10. Considere como espaco amostral as possiveis posicoes do numero do Pedro se

colocarmos os nimeros em fila, em ordem de sorteio.

3. 3. Com probabilidade condicional sai bem facil: dada a cor do primeiro dado, a
probabilidade nesse caso é sempre 1/2.

412 2006 __ _1

- 3% 5007 = 3907 Use a regra do E.

5. m = 14, n = 19, probabilidade %. Seja P(a,b) a probabilidade de o voluntédrio ganhar

o carro no caso em que ele tenha colocado a bolas VERDES e b bolas VERMELHAS
na caixa 1. Entao, necessariamente havera 10 — a bolas VERDES e 10 — b bolas
VERMELHAS na caixa 2. Segue que

1 a 1 10 —a

Pla.b) = = - . .
(@.0) =5 3t 0—ass

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a + b < 10, j4 que as caixas sao
idénticas. Suponha, ainda, que haja alguma bola VERMELHA na caixa 1. Vejamos
0 que acontece com essa probabilidade se transferirmos uma bola VERDE da caixa
2 para a caixa 1 e uma bola VERMELHA da caixa 1 para a caixa 2. Ficamos com
1 oa+1

1 9—a
Plat1b_1)=>.201 1 Jd=a
(at+bb-D =5 5+ 50 _a_s
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9.

Dessa forma,

1/ 1 1
P(a+1,b—1)—P(a,b)—2<a+b—20_a_b) >0,

pois a + b < 10.

Assim, o voluntario sabe que, enquanto houver bola VERMELHA na caixa que
contém menos bolas, a probabilidade pode ser aumentada, bastando, para isto, que
ele troque uma das bolas VERMELHAS desta caixa com uma VERDE da outra. Por
isso, para maximizarmos a probabilidade, basta considerarmos o caso em que a caixa
1 contém apenas bolas VERDES e a caixa 2 contém o restante das bolas. Teremos

1 1 10—a 5
P(a,0) = = + - _1- .
(0,0) =545 504 20 —a

Logo, a probabilidade serd méxima quando a for minimo. Como em cada caixa
deve haver pelo menos uma bola, devemos ter a = 1. Neste caso, a probabilidade é
P(1,0) = 1—1%:%. Segue que m = 14, n =19 e m +n = 33.

%. Primeiro note que, como nao é possivel haver um quadrado 2 x 2 azul e um

quadrado 2 x 2 vermelho ao mesmo tempo, a probabilidade pedida é duas vezes a
probabilidade de haver um quadrado 2 x 2 azul. Ha quatro possibilidades para o
quadrado 2 x 2; sendo A; o conjunto das pinturas contendo o quadrado ¢, queremos
P(A; U Ay U Az U Ay). Note que A; N A; consiste em pintar a regidao da uniao dos
quadrados correspondentes de azul e escolher as cores das outras casinhas.

. Cinco ou seis. A probabilidade de se obter exatamente um 2 ao langar n dados é

fn)=n-1. (&) = 251 Temog

5
) e M o

f(n—1) 6(n—1)

Logo f(1) < f(2) < ... < f(5) = f(6) > f(7) > ..., e 0 méximo ocorre para n = 5
oun = 6.

. 339. Sendo n a quantidade de dados, faga uma bijecao entre (a1, asz,...,a,) ¢ (7 —
a1,7—a2,...,7—an).
a) O mais facil é trabalhar com o complementar, ou seja, calcular a probabilidade

Q(k) =1 — P(k) de o k-ésimo passageiro nao encontrar o seu lugar livre. Para
k = 2, basta que Murali sente no seu lugar: Q(2) = ﬁ; para k = 3, ou
Murali senta no lugar dele ou Murali senta no lugar do segundo passageiro e o
segundo passageiro senta no lugar dele, ou seja, Q(3) = ﬁ + ﬁ . & = %; para
k = 4, ou Murali senta no lugar dele, ou no lugar do segundo passageiro e o
segundo passageiro no lugar dele, ou no lugar do segundo passageiro, o segundo
passageiro senta no lugar do terceiro e o terceiro senta no lugar dele, ou no
lugar do terceiro passageiro e o terceiro passageiro senta no lugar dele, ou seja,
Q(4)=ﬁ+ﬁ~§+ﬁ-%-§g+ﬁ.§=§g. Logo P(2) = 1-Q(2) = 2
PB)=1-QB)=1-g=5eP4)=1-Q4) =1— 5 =3
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10.

11.

12.

13.

b) A probabilidade de alguém até o k — 2-ésimo passageiro sentar no lugar do k-
ésimo passageiro é igual a probabilidade de algum desses passageiros sentar no
lugar do (k—1)-ésimo passageiro, ou seja, é Q(k—1). Calculemos a probabilidade
de o (k — 1)-ésimo passageiro sentar no lugar do k-ésimo passageiro: para isso
é necessario que alguém sente no lugar dele, o que ocorre com probabilidade
Q(k —1), e o (k — 1)-ésimo sente no lugar do k-ésimo passageiro, o que ocorre
com probabilidade 100—%k—2) = 102171@ (ele encontra 100 — (k — 2) lugares livres

ao entrar). Logo Q(k) = Q(k — 1) + Q(k — 1) - 19— = 1=k Q(k — 1).
Expandindo, obtemos

103—k 104—k 105—k 1
k) = . . o Q2) = ——
@k) 102—k 103—k 104 —k @) 102 — k
e P() =1 Qi) = 191k
Sejam 1,2, ..., T, 08 numeros e considere uma permutacao qualquer deles. O valor
esperado da soma é
2
1 1 )
22 T = 1) 2 wi| =2
1<i<j<n 1<i<n 1<i<n
1 2
n(n —1) Z z; <0,

entao alguma soma é negativa.

Pinte cada elemento aleatoriamente, com probabilidade 3 para cada cor. A proba-

2
bilidade de um subconjunto fixado A; ter todos os elementos de uma mesma cor é
Agl—1 - .
2&” = (%)' it Entao o valor esperado de subconjuntos com elementos de uma

. . , A;l-1 . .
mesma cor ¢ a soma das probabilidades, que é >, (%)‘ i , € existe uma pintura
que tem pelo menos essa quantidade de subconjuntos com todos os elementos de uma

cor so.

Pinte cada elemento aleatoriamente, com probabilidade % para cada cor. A proba-
bilidade de uma progressao aritmética (i,i + r,i + 2r,...,7 + (k — 1)r) fixada ter
todos os elementos da mesma cor é 2 (%)k = (%)kil. Vamos estimar a quantidade
de progressoes aritméticas contidas em {1,2,...,n}. Para isso, basta contar as quan-
tidades de termos iniciais (que é menor do que n) e razoes (que é menor do que
n/2, ja que k > 3). Assim, a quantidade de progressoes aritméticas é menor do que
n-n/2 < ok/2 . 9k/2=1 — 9k=1 "o ¢ valor esperado de progressdes aritméticas mono-
crométicas é menor do que 2F~1. 21371 = 1, e assim existe uma pintura com quantidade

de progressoes aritméticas monocromaticas menor do que 1, ou seja, zero.

Considere uma tabela m xn. Preencha cada casa da tabela com 0 ou 1 aleatoriamente,
com probabilidade p para 0 e ¢ para 1. A probabilidade de ter pelo menos um 1 em
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14.

15.

16.

cada coluna é P(A) = (1 — p™)™ e a probabilidade de ter pelo menos um 0 em cada
linha é P(B) = (1 — ¢")™. Note que ocorre uma coisa ou outra (ou ambas): se uma
coluna nao tem 1, todas as linhas tém 0; se uma linha nao tem 0, todas as colunas
tém 1. Entio P(A) + P(B) > P(AUB) =1 = (1 —p™)"+ (1 - ¢")™ > L.

Escolha um conjunto B com n elementos aleatérios de Z/(n?), com reposicio. Calcu-

lemos a probabilidade de um resto fixado r nao pertencer a A+ B: basta que nenhum

dos numeros r — a, a € A, pertenca a B. Isso ocorre com probabilidade (1 - %)n (a
1

chance de nao sortearmos um elemento da forma r —a é 1 — ).

Como n" > 2(n — 1)" <~ (1 — %)n < % para n > 2, temos que a probabilidade de
r nao pertencer a A + B é menor do que %, e o valor esperado de niimeros que nao
estdao em A + B é menor do que n?/2. Logo o valor esperado de niimeros que esto
em A+ B é maior do que n?/2 e existe um B desejado. De fato, para n grande existe
um conjunto B tal que A + B tem pelo menos n? (1 — %) elementos!

Chamemos de qualquer grupo que satisfaz as condicoes do enunciado de dominante.
Seja p um nimero em |0, 1] a ser determinado. Vamos ver para que valores de p
conseguimos um grupo dominante com np elementos, e torcer para que p possa ser
pequeno.

Se alguma pessoa conhece menos de 3np pessoas, o problema acaba imediatamente
(basta tomar um habitante e seus menos de 3np conhecidos). Entao vamos supor que
todos os graus sao maiores ou iguais a np. Parece facil achar um conjunto dominante
pequeno agora que temos tantas arestas. De fato, sorteie np pessoas ao acaso, com
repeticao. Isso forma um grupo com no méximo np pessoas. A probabilidade de que
um vértice qualquer ndo tenha um conhecido nesse grupo é menor do que (1—p)>™ (a
probabilidade desse habitante conhecer alguém fixo do grupo é 1—p). Mas (1—p)3"? <
(e7P)3P = 6*3”7’2, e a probabilidade de algum habitante nao ter conhecidos no grupo

In(3n) n da

, _ 2 ~ _ 2
é menor do que 3ne """ . Basta entdo fazer e 3" < Sin; tomando p = 3

certo, e 3np = /3nIn(3n) é bem menor do que n.

A grande ideia é jogar algo sem muito estrutura (como nosso conjunto B) para algo
mais estruturado, no caso o conjunto Z/(p), p primo grande. Se p = 3k+2, o conjunto
C={k+1,k+2,...,2k+1} CZ*/(p) é livre de somas e tem k + 1 elementos, uma
fragao fk—ﬂ > %

Quando comparamos duas estruturas, a ideia que vem ¢é tentar cruza-las, com conta-
gem dupla, por exemplo. Z*/(p) tem boa estrutura, e a contagem ajuda a encontrar
alguém, mesmo que nao haja estrutura em B. O que usamos? O “gira-gira”. Multi-
plique todos os elementos de B por z, 1 < x < p, e reduza moédulo p. Nenhum b € B
¢ 0 moédulo p, entdo aparecem todos os residuos médulo p em bZ*/(p), ou seja, C
aparece em todo bZ*/(p). Mas, definindo D, = 2B (mod p), sendo |C| > £|Z*/(p)|,
a probabilidade de algum elemendo de D pertencer a C é maior do que %, e portanto
o valor esperado de elementos de D, em C' é maior do que |B|/3. Entao existe um

D, com mais de |B|/3 elementos de C, e esse é o subconjunto A que queremos. De
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17.

fato, se a1,as,a3 € A sdo tais que a1 + a2 = ag entdo ta; + taz = tag (mod p), com
tai,tas, tag € C, absurdo. Logo A é livre de somas.

Considere {x1,xz9,...,2x} com somas distintas e varidveis aleatérias independentes
€1,€2,...,€ tais que P(e; =0) = P(e; = 1) = % eseja X = e1x1 + €912 + -+ + €T
(X é uma soma aleatoria). Temos

T+ XA+ T

=FE(X
n=E(X) 5
e limitamos a variancia: sendo z; < n,
2 2 2 2
] +xy+---+x n°k nvk
2= 24 k§4:>0§\2f

Aplicando a desigualdade de Chebyshev, temos

Anﬂ) <22

PlIX -yl <
(I u!_2

Tomando complementares obtemos

>1-—
5| =

vk 1
f’(LX>—/” > ) AQ

Mas cada soma tem probabilidade 0 ou 27* de aparecer, ja que as somas sao distintas.

Entao
P (yX —pl > A”ﬁ) <27 Fanvk
e portanto
1 2k 1 -\ 72
27FVE<1l— = = n>—
k15 ERV/ A

Um pouco de célculo nos leva ao valor étimo A = v/3, e obtemos
2k+1

1 1
n>—— <= logon>k+1—=log, k = k <log,n+ =log,log,n+ O(1).
3VE g2 9 g2 g2 5 g2 1089 (1)
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