Programa Olimpico de Treinamento
Curso de Combinatéria — Nivel 3 Aula (21

Prof. Carlos Shine

Aplicacoes de Algebra Linear em Combinatéria

FEmbora nao pareca, muitos resultados de Combinatéria podem ser demonstrados com o
auxilio da Algebra Linear e vice-versa. O intuito aqui é explorar essa interessante interacao
entre matrizes e Combinatéria.

Essas duas dreas da Matemadtica, apesar de serem bastante diferentes, tém um ponto
de ligacao bastante forte: a Combinatoria, essencialmente, visa organizar. E uma matriz é
exatamente uma espécie de tabela, ou seja, é organizada por natureza. Assim, por que as
matrizes nao podem dar uma maozinha na Combinatéria?

E o melhor é que Algebra Linear e Combinatéria, exatamente por serem duas dreas
bem diferentes, quando combinadas nos dao muitos resultados interessantes.

Matrizes e grafos: matriz de adjacéncia e arvores geradoras

No que se segue, n = |V| é a quantidade de vértices e m = |E| é a quantidade de arestas.

Definicao 1. Matriz de incidéncia de um grafo € uma matriz By xm, sendo que associamos
a cada linha um vértice e a cada coluna uma aresta. Cada entrada da matriz € definida por

b {1, se o vértice i estd na aresta j
ij =

0, caso contrdrio

Definicao 2. Matriz de adjacéncia de um grafo é a matriz Apx, = C - Ct, em que C €
obtida de B trocando o sinal de um dos 1 em cada coluna.

Lema 1. A matriz de adjacéncia A de um grafo € simétrica, com

9i,  sei=]
aij; = —1, se{i,j} é uma aresta,
0, caso contrario

sendo g; o grau do vértice i, isto €, o numero de arestas que contém 1.

Demonstragao: O elemento a;; da matriz C' - C* é o produto interno das linhas i e j.
Observemos que a linha i consiste de 1’s e —1’s nas colunas correspondentes as arestas que
contém ¢. O produto interno da linha ¢ com ela mesma é, considerando ainda que os —1’s
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multiplicam-se com eles mesmos, a quantidade de arestas que contém o vértice i, ou seja,
Qg = g(z)

Considerando que cada coluna sé tem duas entradas nao nulas, uma igual a 1 e outra,
a —1, cada parcela do produto interno de duas linhas distintas ¢ e j s6 nao é nula quando
ha uma aresta ligando i e j, sendo igual, nesse caso, a 1-(—1) = —1. Essa é, se existir,
a Unica parcela nao nula, pois hda no maximo uma aresta ligando quaiquer dois vértices.
Logo, para i # j, a;; = —1 quando {;j} é uma aresta e 0, caso contrario. ]

O proximo resultado nos da uma contagem muito interessante.

Teorema 1. O ndmero de drvores geradoras que sao subgrafos de um grafo com vértices
numerados € igual a det My; para i =1,2,...,n, sendo M;; a matriz obtida retirando-se a
i-ésima linha e a i-ésima coluna.

Aqui, duas demonstracoes. A primeira baseada em Algebra Linear e a segunda, baseada
em técnicas de grafos, ou seja, inducao.
Primeira demonstracao (Algebra Linear): Utilizaremos a férmula de Binet-Cauchy
(que podemos demonstrar, ironicamente, com argumentos combinatérios semelhantes aos
da tltima se¢ao): se Pr.xs € Qsx, S80 matrizes, entao

det(P- Q) = det Pz - det Qz,
zZ

em que Pz é uma submatriz r X r de P tomando-se as colunas do conjunto Z e QQz é a
submatriz de Q tomando-se as r linhas correspondentes do mesmo conjunto Z. A soma é
sobre todos os subconjuntos de r elementos de {1,2,...,s}.

No nosso caso, sendo M;; = C; - Cf , sendo C; a matriz obtida retirando-se a linha i da
matriz de incidéncia C,

det Mj; =) detCz -det Ch = > (det Cz)?
zZ zZ

Observe que Z é um subconjunto de n — 1 colunas de {1,2,...,m} \ {i}, o que, em
termos de grafos, é o mesmo que escolher n—1 arestas do grafo correspondente. Afirmamos
que det Cz = +1 quando essas n — 1 arestas determinam uma arvore no grafo e 0 caso
contrario.

Caso as n — 1 arestas nao formem uma drvore (ou seja, nao é conexo e aciclico), o grafo
resultante nao é conexo (o grafo nao pode ser conexo e conter um ciclo; se isso acontecesse,
teria mais de n—1 arestas). Tome uma das componentes conexas do grafo que nao contém 4.
A soma das linhas correspondentes em C'z é zero, pois essas linhas formam, separadamente,
uma matriz de incidéncia dessa componente conexa unida a uma bloco de zeros. Portanto,
nesse caso, det C'z = 0.

Caso as n — 1 arestas formem uma arvore, tome um vértice, diferente de i, de grau 1.
Troque as linhas da matriz C'z de modo que esse vértice fique na primeira linha e a aresta
que o contém fique na primeira coluna. Note que, na primeira linha, todas as entradas apds
a primeira coluna sao nulas. Tire esse vértice e essa aresta do grafo e repita o procedimento,
colocando agora o préximo vértice de grau 1 na segunda linha e a aresta correspondente na



POT 2012 - Combinatdria - Nivel 3 - Aula 21 - Prof. Carlos Shine

segunda coluna. Continue o procedimento até acabarem-se os vértices. Note que obtemos
uma matriz triangular superior, cujo determinante é, portanto, +1. Como transpor linhas
e colunas mantém o determinante a menos de sinal, det C'’z = +1 nesse caso.

Para terminar, vamos ver a identidade

det M;; = Z(det 02)2
Z

com olhos combinatérios: a soma é sobre todos os conjuntos de n — 1 arestas do grafo,
sendo que cada parcela (det Cz)? é igual a 1 se as n — 1 arestas determinam uma &rvore e
0, caso contrario; ou seja, cada parcela ¢ um “marcador de arvores”. Desse modo, det M;;
é realmente igual ao nimero de arvores do grafo. O
Segunda demonstracao (Teoria dos Grafos): Uma das principais técnicas de demons-
tragao em grafos é inducao. Isso ocorre porque grafos, tendo defini¢Ges tao gerais, tendem
a nao ter muita estrutura. O que funciona bem para encontrar estrutura em entidades
com pouca estrutura? Inducao! E muitas dessas indugoes acabam gerando algoritmos ou
vice-versa.

Primeiro, vamos generazilar o problema para multigrafos: um multigrafo é o mesmo
que um grafo, mas com a diferenca de que é possivel ligar dois vértices com mais de uma
aresta. A definicdo de grau continua a mesma: é a quantidade de arestas que contém o
vértice. As defini¢oes de matriz de incidéncia e adjacéncias continuam iguais também: a
unica diferenga é que, na matriz de incidéncia, se ha k arestas ligando i e j, colocamos k
colunas com 1 nas linhas i e j. Ao construir a matriz de adjacéncia A, na hora de designar
sinais as arestas, o principal cuidado é de designar a mesma orientacao a arestas que ligam
0s mesmos vértices, de modo que

9i,  sei=]
a;j = § —k, sendo k o numero de arestas que ligam 7 e j ,
0, caso contrario

sendo g; o grau do vértice 1.

Vamos provar o resultado generalizado para multigrafos por inducgao sobre arestas.
Quando nao ha arestas, o resultado é ébvio, dado que a matriz de adjacéncia é nula.
Suponha, agora, que temos um multigrafo e que o resultado é valido para multigrafos com
menos arestas. Se todas as arestas contém i, o resultado é simples de demonstrar e fica
como exercicio (é sé notar que M;;, nesse caso, é uma matriz diagonal). Caso contrério,
tome dois vértices v e w, diferentes de i, ligados por k > 0 arestas. Classifique as arvores em
dois tipos: as que contém uma aresta ligando v e w e as que nao contém. A quantidade de
arvores do primeiro tipo pode ser calculada contraindo-se os vértices v e w, isto é, tomando
o grafo com um vértice u no lugar de v e w, sem as k arestas os ligando, e mantendo as
demais arestas, sendo que arestas ligadas a v e w sao doravante ligados a u; a quantidade
de arvores do segundo tipo pode ser calculada utilizando a hipétese de inducao para o grafo
obtido deletando-se as k arestas ligando v e w. Para facilitar as contas, vamos supor, sem
perda de generalidade, que v e w correspondem a primeira e segunda linhas da matriz M;;.
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Arvores em

k vezes

Arvores em / g,+9,-2k

Arvores em
g1 -k k 92 -k

g1_k gz_k

Note que se a arvore contém uma aresta ligando v e w, podemos escolhé-la de k£ ma-
neiras; por isso multiplicamos o niimero de arvores do primeiro tipo por k.
A matriz de adjacéncia (sem linha e coluna i) que conta &rvores do primeiro tipo é

+go—2k 01+ /4
Xn—2><n—2 = <gl 92 ! 2> )

05+ 0 P

sendo g1 o grau de v, go o grau de w, {1, l2, ¢% e l respectivamente a primeira linha,
a segunda linha, a primeira coluna e a segunda coluna de M;; sem suas duas primeiras
entradas e P a submatriz de M;; obtida retirando a primeira e a segunda linhas e a primeira
e a segunda colunas de M;;.

A matriz de adjacéncia (sem linha e coluna i) que conta drvores do segundo tipo é

g1 —k 0 4
Yi—1xn—1= 0 g2 —k Lo
o P

Assim, temos que provar que

g -k 4 g —k 0 4

- _ ot g2 =2k b+l 7
A I R A B
oW P e e P
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Mas isso é s6 uma conta:

—k 0 l
|92 =2k b+ b - !

K o+ 25 p |t 21 92%]“ %
k 0 0 gl—k gl—k 51
=\g—k g1+g2—2k L1+l +| O g2—k Lo
o 0+ 1 P o b+ P
k 0 0 gl—k gl—k El
=lg1—k g1+g2—2k bLi+b|+|lg1—Fk g1+g2—2k {1 +10
T4 0+ 1 P o O+ 0 P
g1 —k+k g1 — k 2
=| q1—k g1+92—-2k l1+4
o 0+ 0 P
g1 g1 —k 4
==k —g1 (91 +92—2k)—(q1—k) (Lr+La)— 10y
o 0+ 0 P
g (r—k)—-g b4
= |~k (92—Fk)—(=k) 0o
o (AT A Y A R o
g —k 4
= |-k g2 Lo
AT S &

O

Exemplo 1. (Vinganca Olimpica) Seja A uma matriz simétrica tal que a soma de cada
linha € zero. Mostre que a diagonal da matriz co-fatora de A possui todas as entradas
1gUQIS.

Obs.: a matriz co-fatora de uma matriz quadrada A = (a;;) € igual a B = (b;;), onde
bij = (—1)i+j det Aij~

Solucao: A matriz do problema é muito semelhante a matriz de adjacéncia, nao? E as
co-fatoras das diagonais correspondem exatamente ao nimero de arvores! Ent&o, no caso
particular em que as entradas da matriz sao inteiras, com elementos da diagonal principal
nao negativos e elementos fora da diagonal principal nao positivos.

Como generalizamos? Considere um grafo completo K, (isto é, um grafo no qual
ligamos por uma aresta todos os pares de vértices) com tantos vértices quanto a ordem da
matriz A. Associe a aresta que liga os vértices ¢ # j o nimero a;j, o que nao é problema
ja que a matriz é simétrica. Por fim, defina o neograu do vértice ¢ como o oposto da soma
dos nameros associados a arestas que contém 1.

Por fim, associe a cada subarvore do grafo o produto dos nimeros correspondentes as
arestas.
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A matriz A é agora uma espécie de matriz de adjacéncia desse grafo e, utilizando uma
demonstragao completamente andloga a segunda prova do teorema acima (pode conferir!),
resolvemos esse problema. ]

Uma desigualdade 1til sobre postos
Um fato bem conhecido da Algebra Linear é
Lema 2. Seja p(M) o posto da matriz M. Entao p(AB) < p(A) e p(AB) < B.
Podemos usar esse fato para provar algumas desigualdades em Combinatéria.
Posto e design de experimentos

Definimos matriz de incidéncia também para block designs.

Definicao 3. Matriz de adjacéncia de um (v, k, X)-design é uma matriz B = (bij)yxp na
qual associamos cada linha a um elemento de S e cada coluna a wm bloco, e

b 1 se i pertence ao bloco j
Y 0  caso contrdrio

T A A
AroA - A
Lema3. B-Bt=|A A r A
A A A o7

Demonstracao: O elemento a;; do produto ¢ o produto interno das linhas 7 e j. Se ¢ = j,
¢é simplesmente o nimero de uns na linha i, que é o niimero de blocos que contém i, ou
seja, . Se i # j, é o numero de blocos que contém i e j, ou seja, A. O

Agora usamos um resultado da Algebra Linear para provar uma desigualdade interes-
sante.

Teorema 2 (Desigualdade de Fisher). Se existe um (v, kX)-design entao b > v, ou seja, a
quantidade de blocos é maior ou igual ¢ quantidade de elementos de S.

Demonstragao: Observe que o posto da matriz de incidéncia B (e de sua transposta B?)
¢ no maximo a menor dimensao de B. Assim, o posto de B - B! é menor ou igual a ambos
veb.
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Calculemos det(B - BY):

T A A rA—7 A—7r - A—7
AT AN r=x 0 - 0
det(B-BHYy=A A r - A=A 0 r=XA - 0
AAA T A0 0 r—\
r+(—-1)X 0 0 0
A r— A\ 0 0
A 0 0 cee o — A

=(r+ -\ = A" =rk(r— N1

Como r(k—1) = Av—1) e k < v, entdao r > A. Logo det(B - B') ndo ¢ nulo, ou seja, o
posto dessa matriz é v. Logo, pela desigualdade do posto, p(B-B') < p(B) <= v <b. O

Designs e matrizes tém muitas relacoes. Deixamos aqui alguns exercicios para vocé
treinar um pouco.

Posto e geometrias finitas

Geometrias finitas sao aquelas com um numero finito de pontos. Por incrivel que parega,

essas geometrias tém aplicagOes interessantes em Teoria da Informacao e Criptologia.
Suponha que um conjunto de usuarios desejam se comunicar, via um sistema de telefo-

nia. Tal sistema consiste de um conjunto de chaves que satisfazem as seguintes condigoes:

e Quaisquer dois usudrios podem ser ligados diretamente por uma chave;

e Cada chave conecta pelo menos dois usudrios;

e H4 pelo menos duas chaves (uma chave sé ficaria sobrecarregada).

A partir dessas restricbes podemos modelar o problema através de espacos lineares.

Definicao 4. Um espaco linear consiste de um conjunto S de pontos e uma colegdo L de
retas (conjuntos de pontos contidos em S) tais que:

e Dois pontos quaisquer estdo contidos em exatamente uma reta;
e Cada reta tem pelo menos dois pontos;
e Hd pelo menos duas retas.

Observe que se impusermos que cada ponto esteja contido na mesma quantidade de
retas entao terfamos um (v, k, 1)-design. Pelo teorema da segao anterior, a quantidade de
retas é maior ou igual & quantidade de pontos. O fato é que esse resultado também ¢é valido
para espacos lineares em geral.
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Teorema 3 (Teorema de DeBrujin-Erdés). Num espaco linear, o nimero de retas é maior
ou igual ao numero de pontos.

Demonstragao: Defina a matriz de incidéncia A da mesma maneira que fizemos nas
outras secoes: sendo v o numero de pontos e b o nimero de retas, A é uma matriz v x b
com pontos como linhas e retas como colunas, sendo

{1 se o ponto ¢ pertence a reta j
Q5 =

0 caso contrario

Calculemos, novamente, A - A, O produto escalar de uma linha por ela mesma é o
numero de retas a que o ponto correspondente pertence, e o produto escalar entre duas
linhas diferentes é o niimero de retas que contém ambas, ou seja, 1.

Além disso, por cada ponto passa pelo menos duas retas. Suponha o contrario, ou seja,
que por um ponto P passe somente uma reta. Nesse caso, a reta deve conter todos os
pontos do espaco linear, ja que por P e outro ponto qualquer passa exatamente uma reta.
Mas isso implica o espago linear ter exatamente uma reta, absurdo. Logo a;; = z; + 1, com

x; > 0.
Portanto
1+ 1 1 1 1 v+l -1 —x - —x
1 ro+ 1 1 1 1 To 0 0
det(A- Ay =| 1 I az3+1 - 1 || 1 0 a3 - 0
1 1 1 R | 1 0 0 Lo
1
1+E -1 -1 -1
L1 0 0
12
1
o 0 0 1
1 1 1 1
1+E+;2+E+'-~+— 0 0 0
1
22 1 0
12
L 0 0 - 1

1 1 1 1
= X1T2T3 - Ty <1++++...+> £0,
r T2 23 Ty

ou seja, o posto de A- A? é v, que é menor ou igual ao posto de A que, por sua vez, ¢ menor
ou igual a b. Logo v < b. O

Sistemas lineares e decomposicao de grafos

O teorema de DeBruijn-Erdés pode ser reescrito em termos de grafos:
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Teorema 4 (Teorema de DeBruijn-Erd6s em termos de grafos). Se decompusermos um
grafo completo K, em b grafos completos diferentes de K., tal que toda aresta estd em um
unico grafo completo, entdo b > v.

Demonstragao: De fato, é s6 pensar nos vértices como pontos grafos completos menores
como retas! O

Lembremos que um grafo bipartido completo K,p é aquele cujo conjunto de vértices
pode ser particionado em duas classes, uma com a vértices e a outra, com b vértices, de
modo que dois vértices estao ligados se, e somente se, estdao em classes diferentes.

Agora, 0 nosso problema é decompor um grafo completo em grafos bipartidos completos.
Podemos dividir um K, em n—1 grafos bipartidos K 5,1, K1n—2, ..., K11 (tente descobrir
como). Serd que d& para usar menos grafos bipartidos? A resposta é nao.

Teorema 5. Se K,, € decomponivel em m subgrafos bipartidos completos entdo m > n—1.

O mais interessante é que nao se conhece nenhuma demonstragdo puramente combi-
natoria para esse teorema; todas usam, de um modo ou de outro, Algebra Linear.
Demonstragao: Suponha que o grafo completo K, cujos vértices sao 1,2,...,n, é de-
componivel nos grafos bipartidos completos Hy, Ha, ..., H,. Sejam A; e B; as classes de
vértices de H;.

A idéia deriva de funcoes geratrizes: associe ao vértice i a varidvel real x; e & aresta
ligando a e b o produto z, - xp. Cada grafo bipartido H; tem |A;||B;| arestas (cada vértice
de Aj; estd em |Bj| arestas, uma para cada elemento de B;), logo a soma das expressoes

das arestas é
DTS BE

aGA]' bEB]'

Somando todas as arestas, obtemos

S =Y (Lo Xm

p<q 7=1 aEAj bEBj

Agora, vamos montar um sistema linear que faga com que a soma acima seja zero. Basta
fazer, por exemplo, que ZaeAj T, =0paraj=1,2,...,m. Obtemos, entao qu Tpxrq = 0.
Fazemos também a soma de todas as varidveis ser nula, obtendo o sistema homogéneo de
n variaveis reais e m + 1 equagoes

1 +x9+---+x,=0
Y ae=0  (k=1,2...,m)

CLEA]'

Suponha, por absurdo, que m < n — 1, ou seja, n > m + 1. Temos mais varidveis
que equagoes, e portanto o sistema acima é indeterminado. Seja, entao (¢, co, ..., c,) uma
solucao nao trivial do sistema. Entao

n n
O:(cl+02—|—-'-+cn)2:Zc§+220pcq:Zc§>0,
p=1 p<q p=1

9
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absurdo. O
Exemplo 2. (OBM-U) Prove que para quaisquer naturais 0 < i1 < 19 < ... < i} €
0 <j1 <j2<...<jg amatriz A = (ars)i<rs<k dada por a,s = (“Z]S) = %

(1 <r,s <k) € invertivel.

O incrivel é que esse problema tem uma solu¢do combinatérial
Solugao: Antes, algumas definigoes.

Considere o reticulado Z2. Defina caminho entre dois pontos P e @ de Z? como uma
seqliéncia de pontos do reticulado, cada um igual ao anterior mais (0, —1) ou (1,0), com o
primeiro termo igual a P e o ultimo igual a Q. Defina sistema de caminhos sem intersecdo
ligando dois subconjuntos X a Y de Z2, cada um com n elementos, como um conjunto de
n caminhos disjuntos, cada um ligando um ponto de X e um ponto de Y.

Proposigao 1. det A € igual ao niumero de sistemas de caminhos sem interse¢do ligando
os conguntos X = {(0,141),(0,42),...,(0,ix)} e Y = {(41,0), (j2,0), ..., (jx,0)}.

Note que a partir desse resultado o problema se torna imediato, j4 que nao é dificil
achar um sistema de caminhos sem intersecao ligando X a Y.
AY
J

Jy

»
»
X

I1 I2 PR Ik

Demonstracao da afirmagao. Pela definicao de determinante, det A é a soma de k!
termos, cada um igual a sgn(o)ai,(1) - - - Gre(k), sSendo o uma permutacao de (1,2,...,n).
Considerando que a,s = (“st), esse termo sem o sinal é igual ao nimero de maneiras de k
caminhos ligarem os pares de pontos (0, i) a (jp(n), 0), intersectando ou ndo. Em particular,
todos os nossos sistemas de caminhos sem intersecao estao sendo contados quando o é
a identidade (nao é dificil provar que se o nao é a identidade entdo dois caminhos se
intersectam; ¢é s6 fazer uma figura e usar continuidade). Entao os sistemas de caminhos
sem intersecao aparecem com o sinal positivo no determinante.

Os sistemas de caminhos com alguma intersecao se anulam no determinante: considere a
intersecao que estd mais a esquerda (ou seja, com abscissa minima); caso haja mais de uma,
tome a que estd mais para baixo (com ordenada minima). Suponha que a intersecao seja
entre os caminhos ligando os pares (0,7;), (jm,0) € (0,4p), (jg,0). Esse sistema de caminhos
estd sendo contado numa parcela do determinante com dois fatores iguais a ajm, € apq.

10
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Acontece que podemos obter um sistema de caminhos com os mesmos caminhos, exceto
que trocamos os caminhos ligando os pares (0,4;), (jm,0) € (0,4), (jq,0) pelos que ligam os
pares (0,4;), (44,0) € (0,4p), (jm,0). Mas esse sistema de caminhos estd sendo contado numa
outra parcela do determinante, que todos os fatores iguais, exceto os termos a;, € a,q, que
sao substituidos por a;, e apm,. Mas o sinal da permutacao estd trocado nessa parcela, ja que
fizemos uma inversao, entao esse sistema de caminhos aparece cortado. Note que a escolha
dessa inversao nao tem ponto fixo e é bijetiva, logo todos os caminhos com intersecao se
anulam no determinante, e o resultado segue, ja que tal inversao nao se aplica a sistemas
de caminhos sem intersecao.

y y
A

\
\

Vetores e espacos vetoriais

Um espago vetorial sobre um conjunto de escalares K é um conjunto V', cujos elementos
sao chamados vetores, munido de duas operacoes, + e -, com as seguintes propriedades:

e Paratodou,veV,u4+veV;
e Paratodoae KeveV, k-V.

Exemplos tipicos de espagos vetoriais sao os conjuntos das n-uplas ordenadas R™. Nao
hé nada de especial em R exceto pelo fato de ser um corpo. Assim, outro espaco vetorial
interessante é (Z/(p))™ com coordenadas vistas médulo um primo p.

Em combinatéria, um caso particular interessante é (Z/(2))".

Um conjunto S = {vy,va,...,v;} de vetores pode ser linearmente dependente se existi-
rem escalares aj,as ..., ax tais que

ajvy + agva + - - - + agvg = 0;

caso contrario, S é linearmente independente. Independentemente de ser linearmente de-
pendente ou independente, o conjunto S gera o conjunto

(S) = {a1v1 + agva + - - - + agvg, a1, ag, ..., ax € K}

11
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de todas as combinacdes lineares de S.
Conjuntos com as menores quantidades de vetores que geram todo o espaco vetorial V'
sao bases de V. Note que bases tém as seguintes propriedades:

e Sao linearmente independentes;

e Geram V, ou seja, todo vetor de V pode ser escrito como combinacao linear dos
elementos da base.

Pode-se provar que toda base tem a mesma quantidade de elementos; essa quantidade
é chamada dimensdo de V e é denotada por dim V.

Finalmente, um resultado simples mas extremamente ttil: pela definicao de base, um
conjunto linearmente independente nao pode ter mais elementos do que uma base.

Proposigao 2. Seja V um espago vetorial de dimensdo n. Entao todo conjunto com n+ 1
ou mais elementos de V' € linearmente dependente. O

Exemplo 3. (China West) Sejam Ay, Ag, ..., Any1 subconjuntos de {1,2,...,n}. Prove

que existem dois conjuntos disjuntos I,J € {1,2,...,n+ 1} tais que

U Ak = 4k

kel keJ
Solucgao: Considere o vetor caracteristico de A;, ou seja, v; = (x1,22,...,T,) €m que
zj=0sej¢ Ajex; =1seje A Como sdo n+ 1 vetores em R", que tem dimensao
n, eles sao linearmente independentes, ou seja, existem constantes reais ¢, ca, . .., Cpt1 tais
que

n+1

E CiU; = 0
=1

Sendo I o conjunto dos indices com ¢; positivo e J o conjunto dos c;’s nao positivos,

temos
D eilvi =Y lejlv;

iel jeJ
Mas J;c; Ai é o conjunto das coordenadas da soma do primeiro membro que sao dife-

rentes de zero, que deve ser igual ao conjunto das coordenadas da soma do segundo membro
que sao diferentes de zero, que é e 7 A O

Problemas

1. Uma matriz H,,«,, cujas entradas sao 1 ou —1 é chamada de Hadamard quando
H - H* = mlI, sendo I a identidade. Prove que se m > 2 entdao m é muiltiplo de 4.

Dica: prove que podemos supor, sem perda de generalidade, que a primeira linha de
H tem todas as entradas iguais a 1; depois, prove que a quantidade de 1°s comuns a
duas outras linhas quaisquer é m/4.

12
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10.

11.

Observacao 1. Nao se sabe se existem matrizes de Hadamard para todo maltiplo de
4. Conjectura-se que sim.

. Prove que existe uma matriz de Hadamard de ordem 4n se, e somente se, existe um

(4n — 1,2n — 1,n — 1)-design.

(Suécia) Ha 101 vacas em uma fazenda. Quaisquer 100 delas podem ser divididas em
dois grupos de 50 vacas de modo que a soma das massas das vacas em cada grupo
sao iguais. Prove que as 101 vacas tém a mesma massa.

. (Ird) Seja A um conjunto de vetores de (Z/(3))" com a propriedade de que, para

quaisquer dois vetores distintos a,b € A, existe uma coordenada i tal que b; = a; + 1
(mod 3). Prove que |A| < 2™.

(Belarus) Considere um tabuleiro 6 x 6. Cada casa do tabuleiro é pintada de preto
ou branco. E permitido escolher qualquer quadrado ¢ x ¢, 2 < ¢t < 6, e inverter todas
as cores do quadrado. Vocé pode fazer isso quantas vezes quiser. E sempre possivel
fazer com que todo o tabuleiro fique preto?

. Sejam Aj, Asg, ..., A, subconjuntos distintos de {1, 2,...,n} tais que | A;| é impar para

todo i e |A; N A;| é par para todos ¢ # j. Encontre, em funcao de n, o maior valor
possivel de r.

H& 2n pessoas em uma festa. Cada pessoa tem uma quantidade par de amigos na
festa. Prove que existem duas pessoas com uma quantidade par de amigos em comum
na festa. Suponha aqui que amizade é uma relacao simétrica.

. Um conjunto T é par se |T'| é par. Seja n um inteiro positivo par e sejam S1, S, ..., Sy

subconjuntos pares de {1,2,...,n}. Prove que existem i # j tais que |4; N A;| é par.

. Sejam Aj, Ay, ..., Ay, By, Bo, ..., B, subconjuntos de A ={1,2,...,n} tais que

e Para todo conjunto nao vazio T de A, existe i tal que |A; N T'| é impar;

e Para todos i,7, A; e Bj tém exatamente um elemento em comum.
Prove que By = By =--- = B,.

(Rissia) Em uma festa com n pessoas, para todo grupo de k pessoas, 1 < k < n,
existe pelo menos uma pessoa, dentro ou fora do grupo, que tem uma quantidade
impar de amigos no grupo. Prove que n é par.

(Vinganca Olimpica) Mediovagio ¢ um jogo de computador que consiste em um
tabuleiro 3 X 3 no qual cada uma das nove casas é preenchida com um nimero de 1
a n. Ao clicar-se em uma casa, adiciona-se uma unidade ao nimero da casa clicada
e também ao numero de cada uma das casas adjacentes por aresta a casa clicada (a
adicao dos indices é feita médulo n). Determine para quais valores de n é possivel,
com um numero finito de cliques, chegar a qualquer configuragao a partir de uma
configuracao inicial aleatoria.

13
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12.

13.

(Moldavia) Existem 22 circulos e 22 pontos no plano tais que cada circulo contém
pelo menos 7 pontos e cada ponto pertence a pelo menos 7 circulos?

(Vinganca Olimpica) Considere n lampadas numeradas de 1 a n sobre uma circun-
feréncia no sentido horario.

Seja & uma configuracdo em que 0 < ¢ < n lampadas quaisquer estao acesas. Um
procedimento batuta consiste em realizar, simultaneamente, as seguintes operagcoes:
para cada uma das ¢ lampadas acesas, verificamos a numeracao da lampada; se i esta
acesa, um sinal de alcance i é enviado por essa lampada, e serd recebido apenas pelas
préximas ¢ lampadas que seguem, acesas ou apagadas, também no sentido horério.
No final das operacoes verifica-se, para cada lampada, acesa ou nao, quantos sinais
ela recebeu. Se ela foi atingida por uma quantidade par de sinais, ela permanece no
mesmo estado. Caso contrario, ela tem seu estado alterado.

Sendo ¥ o conjunto de todas as 2™ configuracoes possiveis, em que 0 < ¢ < n
lampadas quaisquer estao acesas, definimos uma funcao f: ¥ — ¥ onde, se £ é uma
configuragao, entao f(&) é a configuracao obtida apds aplicar o procedimento batuta
descrito acima.

Determine todos os valores de n para os quais f é bijetora.
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Respostas, Dicas e Solucgoes

. A entrada a;; de H - H' é igual ao produto das linhas i e j. Assim, se trocarmos

os sinais de toda uma linha de H, H - H® continua igual a mI. Entdo podemos
supor sem perda de generalidade que todas as entradas da primeira linha sao iguais
a 1. Agora, para que ay; = 0 o produto da linha 1 com a linha i é 0. Portanto as
entradas da linha ¢, ¢ > 1, sdo m/2 uns e m/2 —1’s. Considere agora duas linhas
iej,comi,j# 1. Sejam U e M o conjunto das posigoes dos 1’s e —1’s na linha
1, respectivamente. Digamos que z entradas da linha j em U sejam iguais a 1.
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Entao m/2 — z entradas em M sao 1, m/2 — z entradas em U sdo —1 e z entradas
em M sao —1. Para que o produto da linha ¢ com a linha j ser 0, devemos ter
z-1-1+(m/2—2)-1-(-1)+(m/2—2)-(-1)-14+z-(-1)- (1) =0 <= = =m/4,
e portanto m deve ser multiplo de 4.

2. Como no problema anterior, podemos supor que a primeira linha sé tem 1’s. Podemos
também supor que a primeira coluna sé tem 1’s também. Tome as 4n — 1 colunas que
sobraram como elementos e tome os blocos nas linhas sendo os elementos as colunas
com os numeros 1. Como cada linha tem 2n 1’s e 2n —1’s, e eliminamos um 1 de
cada linha, cada bloco tem 2n — 1 elementos. Como vimos no problema anterior,
duas linhas tém exatamente n 1’s em comum, sendo um deles o da coluna eliminada;
ou seja, quaisquer dois blocos tém n — 1 elementos em comum. Da mesma forma,
quaisquer dois pontos estao em exatamente n — 1 blocos.

3. Seja x; a massa da vaca ¢, 1 <14 < 101. Montando um sistema de equagoes indicando
as igualdades das massas, obtemos uma matriz A quadrada de ordem 101 com zeros
na diagonal principal (eliminamos a vaca i na i-ésima equacao) e cada linha tem 50
1I’s e 50 —1’s. Sendo z a matriz coluna com xz; na i-ésima entrada, temos Az = 0.
Sabemos que o vetor u s6 com uns como entrada satisfaz a equagdo. Mostraremos
que s6 multiplos escalares de u sao solugoes. Para isso, basta mostrar que o nimero
de varidveis arbitrarias de Az = 0 é um, ou seja, que A tem posto 100.

Para evitar preocupacoes com sinal, considere a matriz A médulo 2, de modo que
—1 =1 (mod 2). Eliminando a ultima linah e dltima coluna, obtemos uma matriz
A mod 2 com zeros na diagonal principal e 1’s nas outras entradas. Como A2 =7
(mod 2) (cada linha/coluna tem 99 uns e duas linhas/colunas diferentes tém 98 uns
em comum), det A% =1 é fmpar, e portanto é diferente de zero. Logo det A #0,e0
posto de A é pelo menos 100, completando a demonstragao.

4. Para cada a € A, considere o polinémio em (Z/(3))" fo = [[;—,(z; — a; — 1). Note
que todos os polinémios da forma ¢, (12,0} @S [[icg i (dos quais f, formam um
subconjunto) formam um espago vetorial V sobre Z/(3). Temos f,(b) = 0 para b # a
e fa(a) = (—1)" # 0. Afirmamos que os f,’s s@o linearmente independentes. De fato,
se Y agfa(x) = 0 entdo substituindo z = a obtemos a, = 0. Logo todo «, é igual
a zero, e os f,’s sao linearmente independentes. Como a dimensao de V' é 2" (h4 2"
produtos [[;-gzi), a quantidade de f,’s, que é |A|, é menor ou igual a dimensao, ou
seja, |A] < 2™

5. H& 230 possibilidades de pinturas; o que o problema pede é se é possivel gerar todos
os possiveis tabuleiros a partir do tabuleiro todo preto (basta reverter as mudancas).
A ideia é que o conjunto das operagoes forma um espago vetorial S sobre Z/(2) (de
fato, a célula muda tantas vezes quanto for tocada, somando tudo médulo 2), que é
um subespaco de (Z/(2))36. Vamos estimar a dimensdo de S. Temos 25 quadrados
2 X 2, e nao precisamos dos quadrados 4 x 4 ¢ 6 x 6 (basta dividi-los em quadrados
2 x2).
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Quanto aos quadrados 3 x 3, considere um quadrado 4 x 4. Se ativarmos os qua-
tro quadrados 3 x 3 dentro desse quadrado, s6 mudamos as quatro casas do canto.
Mudando os quatro quadrados 2 X 2 que tém as duas casas no meio de cada lado,
mudamos tudo menos o quadrado do meio. Enfim, mudando o quadrado 2 x 2 cen-
tral, mudamos todo o quadrado 4 x 4; ativando esse mesmo quadrado (com os quatro
quadrados 2 X 2 que o formam), tudo volta ao normal. Isso quer dizer que, tendo
os 25 quadrados 2 x 2 no conjunto, os quatro quadrados 3 x 3 dentro de qualquer
quadrado 4 x 4 sdo linearmente dependentes. Com isso, precisamos somente de 7
quadrados 3 x 3: os quatro de cima e os trés da esquerda, exceto o do canto superior
esquerdo. Com um argumento analogo, mostramos que precisamos de no maximo 3
quadrados 5 x 5.

Com isso, sao suficientes 25 + 7 + 3 = 35 quadrados para gerar S. Isso quer dizer
que a dimensao de S é no maximo 35 < 36, o que é insuficiente para gerar todo
(Z/(2))%6. Ou seja, ndo é possivel obter o quadrado todo preto a partir de qualquer
configuragao.

6. Transforme cada subconjunto A; em um vetor de (Z/(2))", em que 0 na posigao k

indica que k ¢ A; e 1 na posicao k indica que k € A;. Coloque os vetores nas linhas de
uma matriz A. Entdo, A- A = I,. (o produto de uma linha por si mesma é o ntimero
de elementos do conjunto, que é 1 mod 2, e o produto de duas linhas distintas é a
quantidade de elementos da intersegao, que 0 mod 2), o que quer dizer que A tem
posto 7. Isso quer dizer que r < n.

7. Considere o grafo das amizades e seja A a matriz de adjacéncia desse grafo, ou seja,
ai; = 0 e a;; = 1 quando i e j sao amigos e a;; = 0 caso contrario. Entao A2 =B
em que b; é o grau do vértice i e b;; ¢ igual a quantidade de amigos comuns de i e
7. Suponha por absurdo que, para todo par de pessoas ¢ e j, a quantidade de amigos
comuns é fmpar. Entdo, vendo A2 mod 2, sendo o grau de cada vértice par, temos
A? = J — T (mod 2), sendo J a matriz 2n x 2n com todas as entradas iguais a 1
e I a identidade de ordem 2n. Podemos elevar tudo ao quadrado de novo, obtendo
A* =T (mod 2) (a quantidade de uns em cada linha é fmpar, e a quantidade de uns
comuns em duas linhas diferentes é par). Isso quer dizer que det A é impar. Mas se
somarmos todas as linhas de A obtemos um nimero par em todas as entradas (pois
a soma da coluna j é o grau do vértice j), o que quer dizer que det A é par, absurdo.
Logo existem dois vértices i e 7 com quantidade de amigos comuns par.

8. O problema é essencialmente equivalente ao anterior, considere a matriz A em que
a;j é zero se j ¢ S; e um se j € S;.

9. Considere a matriz A quadrada de ordem n em Z/(2) em que a;; = 1 se j € A; e
a;j =0se j ¢ A;. A condicao |T'N A;| impar para algum 4 significa que Az # 0 para
todo x € (Z/(2))" diferente do nulo, ou seja, Ax = 0 s6é tem a solugao trivial, que
ocorre se, e somente se, det A # 0 (mod 2). Com isso, sendo = o vetor caracteristico
de Bj, temos Ax = 1, sendo 1 o vetor s6 com uns. Mas Az = 1 tem solucao tnica,
entao B; = B; para todo @ # j.
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10. Considere a matriz de adjacéncia A do grafo, como no problema [[l Suponha por
absurdo que n é impar. Modifique a matriz para a matriz B em que b;; = a;; se
i < jebyj = —aysei>j. Entdo B é antissimétrica, ou seja, B' = —B —
det B = (—1)"det B <= det B = —det B <= det B = 0. Vendo tudo médulo
2, temos A = B (mod 2), ou seja, det A = 0 (mod 2). Isso quer dizer que existe um
conjunto de linhas de A cuja soma s6 tem componentes pares. Mas isso quer dizer
que todos as pessoas da festa conhece uma quantidade par de elementos do conjunto

11.

correspondente as linhas, contradicao. Logo n é par.

Sejam as configuragoes iniciais e finais, respectivamente,

Y11Y2|Y3 21|%2|%3
Ya1Ys|Ye 24|25 | %6
Y71Ys|Y9 27128|%9
Inicial Final
Seja a; = z; — y; mod n. Sejam x; o nimero de clicadas na casa correspondente

necessarios para obter os valores desejados. Entao o problema equivale a provar que

o sistema linear

T1+ X2 + 24
1+ T2+ T3 +
To+ X3
T + x4+
T2 + x4+
I3 +
Ty

sempre admite solucao mod n. Mas isso ocorre se, e somente se, o determinante

O OO OO O
OO OO = O
O OO R OO RKMFEO

nao é divisor de zero mod n.

OO O, OOR

x5
x5
5+

5+

Ts

O R O M= = O RF O

17

—_— OO Rk PPk OF OO

T6

+ 7
T6 +
T6

+ z7+

+ X7+
L6 +

O R =P, OO, OOO

_ == 0O, OO0 00

_ Ok, OO0 0o Oo

s

+ X9
s
rg+ X9
T8+ X9

ay
ag
as
a4
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ag
az
as
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12.

13.

Deste modo, é sempre possivel obter qualquer configuracao se, e somente, se, n nao
¢ multiplo de 7.

Observagao: o sistema

1+ X9 + x4 =0
T+ To+ a3 + x5 = 0
To+ I3 + X6 =0

T + x4+ w5 + a7 = 0
T + x4+ x5+ X6 + 3 =0

x3 + x5+ e + x29= 0

T4 + 7+ g = 1

x5 + a7+ xgt+ 9= 0

T + xg+ x9= 0

nao é possivel se n é miltiplo de 7.

Primeiro vamos contar a quantidade N de intersecoes de dois circulos em pontos no

conjunto. Temos
22 7
2- >N >22-
(2)z =)

(no lado esquerdo, cada par de circulos se corta em no méximo dois pontos; no lado
direito, para cada ponto contamos os pares de circulos a que ele pertence.)

Mas 2- (222) =22-21 = 22- (g), logo ocorre a igualdade: cada ponto estd em exatamente
7 circulos e cada par de circulos se corta em pontos do conjunto.

Agora, considere a matriz A, quadrada de ordem 22, em que a entrada a;; é zero se
o ponto i nao estd no circulo j e um se estd. Logo A2 = 5J + 21, em que J é a
matriz sé com uns e I é a identidade. Isso quer dizer que o determinante de 5.J + 21
é quadrado perfeito. Mas

722 .02 |7 22 ... 2 |7421-2 22 ... 2
272 ...2 |-550 ..0 0 50 ... 0
2 27 ...2_|-505 ...0=| 0 0 5 ... 0] =529,
222 ...17 |-500 ...5 0 00 ..5

que nao é quadrado perfeito, absurdo.

Considere a matriz A, quadrada de ordem n, com entradas em Z/(2), cuja coluna k
tem entradas 1 nas linhas k+1, k42, ..., 2k (tudo médulo n) e 0 caso contrario; isso
corresponde as lampadas que mudariam. Sendo z um vetor de (Z/(2))", o procedi-
mento batuta transforma x em xz+ Az, ou seja, f(r) = v+ Az = (A+1)z. Queremos
entao saber se f é bijetora, mas como f: (Z/(2))" — (Z/(2))", basta verificar se f é
injetora. Mas f(z) = f(y) < (A+1)x = (A+1)y < (A+I)(x—y)=0. Entao
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basta verificar quando B = A + I admite inversa em Z/(2). Veja alguns exemplos de

B:
1 00111
1 011 Lo 111 110111
1 11 11011
1 111 011011
1 11 01 1 11
01 0 01 11 0111 1 011111
0110 00 1 10 001111
001 110

Quantos uns aparecem na linha i? Temos que contar a quantidade de colunas k
emque k < i <2ksek <n/f2ouk<i<noul<i<2k—-—nsek>n/2
Fixemos i. Resolvendo as inequagdes, obtemos i/2 < k < i para k < n/2 ou k < i ou
k> (n+1)/2 para k > n/2.

Ha&, entao, alguns casos:

e Sei <n/2 eié par, temos no primeiro caso i/2+ 1 e no segundo caso n — (n +
i)/24+1=n/2—i/24+1paranparen—(n+i+1)/24+1=(n—-1)/2—i/2+1
para n impar. Assim, o total é n/2+ 2 para n par e (n —1)/2+ 2 para n {mpar.

e Sei>n/2, eié par, temos no primeiro caso |n/2| —i/2+ 1 e no segundo caso
i—n/24+n—(n+i)/2+1=1i/2+1paranparei—(n—1)/24n—(n+i+1)/2+1 =
i/2 + 1 para n impar. Assim, o total é |n/2] + 2 em ambos os casos. Note que,
para i par, o total de 1’s em cada linha é sempre |n/2]| + 2.

e Se i < n/2, ei é impar, temos no primeiro caso (i + 1)/2 e no segundo caso
n—m+i+1)/2+1=mn/2—-(i—1)/2 paranparen— (n+1)/2+1=
(n—1)/2—(i—1)/2+1 para n impar. O total é |[n/2|+1 para n par e [n/2]+2
para n impar.

e Sei > n/2,eiépar, temos no primeiro caso [n/2]—(i—1)/2+1 e no segundo caso
i—n/24+n—(n+i+1)/24+1 = (i—1)/2 paran parei—(n—1)/24+n—(n+i)/24+1 =
(1 4+ 1)/2 para n impar. O total é, de novo, [n/2]| + 1 para n par e |n/2| + 2
para n impar.

e A tnica excegao é i = n: nesse caso, temos k = n/2 se n é par no primeiro caso
e n/2 < k < n no segundo caso. No total, n/2 para n par e (n —1)/2 = [n/2]
para n impar. Em ambos os casos, [n/2].

No final das contas, para n impar, a paridade das quantidades de entradas 1 em cada
linha é sempre igual. Entao, ao somarmos todas as colunas obtemos tudo 1 ou tudo
0; se for tudo 0, o determinante é zero; se for tudo 1, obtemos o resultado igual a
pentltima coluna, e o determinante é zero de novo. Com isso, se n é impar, f nao é
bijetora.

Agora, suponha que n é par, ou seja, n = 2m. Vamos mostrar que det Bo,, = det By,
em que B,, é a matriz correspondente de dimensao m. Vamos ver a estrutura de A.

Nas colunas impares, digamos 2t — 1, as entradas nao nulas sao 2t —1, 2¢, 2t +1, ...,
4t—2 moédulo 2m. Note que podemos formar pares 2j—1, 25 de entradas iguais. Além
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disso, ha uma correspondéncia direta 2§ mod 2m < j mod m. De fato, considerando
s6 as entradas de indice par, temos ¢,t + 1,...,2t — 1 mod m, ou seja, a linha ¢ de
A, sem o 2t.

Nas colunas pares, digamos 2t, as entradas nao nulas sao 2t, 2t + 1, ..., 4t mdédulo
2m. Os de indice par correspondem a t,t + 1,...,2t mod m, ou seja, exatamente a
linha ¢t de A,,. Os de indice impar correspondem a t + 1,t + 2,...,2t mod m, que é
a linha t sem a entrada t. Com isso, permutando as linhas e colunas de A, temos

r o An An+ K
m T\ A+ A, + K

em que K é a matriz em que a tnica entrada na coluna j estd na linha 25 mod m.

Temos

detAgm:‘Am AmS_K‘

1

No caso em que m é impar, obtemos det Ay, = det(A,, + K). Mas K corresponde
as linhas da identidade permutadas, entao as quantidades de uns continuam com
a mesma paridade, ou seja, a soma das colunas ou dé tudo zero ou tudo um. No
segundo caso, a tltima coluna tem tudo um, e entao o determinante continua sendo
ZEro.

No caso em que m ¢ par, ou seja, m = 2¢, ao permutarmos as linhas de K obtemos
nas entradas pares duas cépias de Iy e nas entradas impares, tudo zero. Continuando
o determinante, temos

Ay A+ K T I Ay Ay+K' I T
A+ A+ K 0 o |1 o I I
det Azm =11 0o Iro |1 o 10
0 I 0 I 0 I 0 I
Ay Ag—&—KI I I Ay Ag—l—K’ I 1 Ay T Ag—l—K’ I
lo o o1 |1 o 1ol |11 0o o0
T 0 I 0o |0 I 0 Il |0 O I I
0 1 0 I 0 0 0 I 0 O 0 I
Ag+1 I A+ K' T
0 I 0 0
= 0 0 I I —det(Ag—i-I)
0 0 0 I

Se ¢ é impar, novamente temos det(A;+ I) = 0, pois de novo a quantidade de uns em
cada linha tem a mesma paridade com a ultima coluna igual a tudo um. Se £ = 2q é
par,

det(Ag + I)

A+ T A+ K ‘:‘A,ﬁl Aq+K:det(Aq+I)

T A+ A+ KT 0 I
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e continuamos até obtermos um impar maior que 1, e nesse caso, o determinante é
zero. Assim, o Unico caso que d& certo é n poténcia de 2.
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