Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 2 Aula §
Prof. Cicero Thiago

Quadrilateros Notaveis

1. Paralelogramo: Um quadrilatero convexo é dito um paralelogramo quando possuir
lados opostos paralelos.

Teorema 1. Um quadrildtero convexo é paralelogramo se, e somente se:
a) Angulos opostos sao iguais;

b) Lados opostos sao iguais;

c¢) Diagonais cortam - se em seus pontos médios;

Demonstracao.

(a)

b
» T
o [

D C

Suponhamos inicialmente que ABC'D é um paralelogramo e seja £ um ponto no prolon-
gamento do lado AB. E f4cil perceber que ZDAB = ZCBE, pois sao angulos corres-
pondentes de retas paralelas. Por outro lado ZCBE = ZDCA, pois sdo angulos alternos
internos. Portanto, ZDAB = ZDCA. Com o mesmo raciocinio podemos provar que
LADC = LZABC.

Reciprocamente, seja ABC D um quadrilatero convexo tal que ZDAB = ZDCBe LADC =
/ZABC. Sabemos que ZDAB + /DCB + ZADC + ZABC = 360° e com isso ZDAB +
ZABC =180° e £ZDCB + £ZADC = 180°. Por outro lado, ZABC + ZCBE = 180° Con-
cluimos entado, que ZDAB = ZCBE e, com isso, AD || BC. Com o mesmo raciocinio
podemos provar que AB || CD. E com isso ABCD é um paralelogramo.

(b)
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Seja ABC D um paralelogramo. E facil perceber, que ZDCA = ZBAC, pois sao angulos
alternos internos. Da mesma forma, /DAC = /BCA. Com isso, ADAC = AABC, pelo
caso A.L.A. Portanto, AD = BC e AB = CD.

Reciprocamente, seja ABC'D um quadrilatero convexo tal que AD = BC e AB = CD. E
facil perceber que, ADAC = AABC, pelo caso L.L.L. Portanto, ZADC = ZABC. De

maneira similar, podemos provar que ZDAB = ZDCB. Usando o fato provado no item
(a), podemos concluir que ABC'D é um paralelogramo.

(¢)

N
b

D C

Seja ABC'D um paralelogramo e seja M o ponto de encontro de suas diagonais. J& sa-
bemos, pelos itens anteriores, que os angulos e lados opostos sao iguais. Por outro lado,
/ZDAC = ZBCA, pois sao angulos alternos internos. Pelo mesmo motivo ZADB = ZCBD
e com isso AADM = ACBM, pelo caso A.L.A. Portanto, AM = MC e DM = MB.

Reciprocamente, seja ABCD um quadrildtero convexo tal que suas diagonais se intersec-
tam em seus pontos médios, ou seja, AM = MC e DM = MB. E fécil perceber, que
/ZDMA = ZCM B, pois sao angulos opostos pelo vértice. Entdo, AADM = ACBM, pelo
caso L.A.L. Portanto, AD = BC. De maneira similar, podemos provar, que AB = CD.
Usando agora, o que foi provado no item (b), concluimos que ABC'D é um paralelogramo.

2. Trapézio: Um quadrilatero convexo é trapézio se, e somente se, possui dois lados
paralelos. Um trapézio sera dito isdsceles se os lados nao paralelos forem iguais e sera dito
retangulo se um dos angulos da base for reto.

Teorema 2. Os angulos de cada base de um trapézio isdsceles sao congruentes e as diago-
nais também sao congruentes.

Demonstracdo. Sejam AFE e BF alturas do trapézio. Como AB e CD sao parale-
los entao AEF = BF. Se AD = BC entao AADE = ABCF pelo caso especial para
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triangulos retangulos cateto - hipotenusa. Com isso, ZADC = ZBCD. Temos também
que AADC = ABCD pelo caso L.A.L, portanto AC = BD.

A B

] ]

3. Losango: Paralelogramo com todos os lados iguais.

Teorema 3. As diagonais do losango sdo perpendiculares.

Demonstracao. Como o losango é um paralelogramo entao as diagonais cortam - se em
seus ponyos médios, ou seja, AM = MC e BM = MD. Com isso, A AMB = AAMD,
pelo caso L.L.L, portanto ZAMB = ZAMD. Como /JAMB + ZAMD = 180°, entdo
LAMB = ZAMD = 90°.

c

4. Retangulo: Paralelogramo com quatro angulos retos.

Teorema 4. A diagonais de um retangulo sao iguais.
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Demonstracdo. E facil ver que AADC = ABCD pelo caso L.A.L. Portanto, AC = BD.

A B

5. Quadrado: Retangulo com os quatro lados iguais.

Exercicios Resolvidos

1. Se dois segmentos sao iguais e paralelos, entao suas extremidades sao os vértices de
um paralelogramo.

Solucao.
A B

D C

Sejam AD e BC os segmentos iguais e paralelos. Vamos entao construir os segmen-
tos DB e AC, que se intersectam em M. E facil perceber que ZDAC = /BCA,
pois sao angulos alternos internos. Pelo mesmo motivo, ZADC = ZCBD. Portanto,
AADM = ABCM, pelo caso A.L.A. Usando o resultado provado no item (c) do
teorema (1), provamos que ABC'D é um paralelogramo.

2. Mostre que se por um ponto na base de um triangulo isésceles tracamos retas para-
lelas aos lados congruentes, entao se forma um paralelogramo cujo perimetro € igual
a soma dos comprimentos dos lados congruentes.

Solucdo. Seja D um ponto da base do tridngulo isésceles ABC' e sejam DE e DF
os segmentos paralelos aos lados iguais. E facil ver que AFDFE é um paralelogramo
pois DE || AC e DF || AB. Portanto, AF' = DE, AE = DF e os triangulos BDFE
e CDF sao isésceles assim BE = DE e DF = CF. E f4cil perceber que o triangulo
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ABC e o paralelogramo AFDE possuem 0 mesmo perimetro.

A

B D (&

3. (OCM) Sejam AB e CD as bases de um trapézio tal que a base menor C'D é igual a
soma dos lados nao paralelos do trapézio. Se E é um ponto de C'D e E A é a bissetriz
do angulo ZA, mostre que EB é também bissetriz do angulo ZB.

Solugao. Como AB || CD entao LBAE = ZDFEA e, com isso, AD = BE. Como
CD = AD + BC entao EC = CB. Assim, ZCEB = ZCBE. Mas AB || CD entao
/CEB = /EBA.

4. (Cone Sul) Sejam A, B e C trés pontos (nao colineares) e E(# B) um ponto qual-
quer que nao pertence a reta AC. Construa paralelogramos ABCD (nesta ordem) e
AECF (também nesta ordem). Demonstre que BE || DF.

Solucdo. ABCD e AECF sao paralelogramos de diagonais AC, BD e AC, FE
respectivamente. Como as diagonais de um paralelogramo se cortam em seus pontos
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médios e AC é uma diagonal comum, o ponto médio de AC é o ponto médio de BD
e de FE. Logo BEDF é um quadrilatero cujas diagonais BD e F'E cortam - se em
seus pontos médios. Portanto BEDF' é um paralelogramo ¢ BE || DF.

B

5. (Torneio das Cidades) Em um quadrado ABCD, K é um ponto do lado BC e a
bissetriz do ZK AD intersecta o lado C'D no ponto M. Prove que o comprimento do
segmento AK é igual a soma dos comprimentos dos segmentos DM e BK.

Solucdo. Seja L o ponto no prolongamento de BC tal que BL = DM. Como AB =
AD e ZABL = 90° = ZADM entdo AABL = AADM. Assim, ZBAL = ZDAM e
/ALK = ZAMD. Por outro lado

/KAL=/BAL+ /KAB

=/MAD + /KAB
=/MAK + Z/KAB
=/MAB
= LAMD.

a ultima igualdade acontece porque AB e DC sao paralelos. Segue que /ZKAL =
/ALK e, portanto, AK = KL= KB+ BL=KB+ DM.
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M

6. (Torneio das Cidades) ABCD é um paralelogramo. Um ponto M ¢é escolhido sobre
o lado AB tal que ZMAD = ZAMO, onde O é o ponto de intersecao das diagonais
do paralelogramo. Prove que M D = MC.

Solucdo. Seja N o intersecdo de MO e CD. Temos que /ZMAD = ZAMN entéo
AMND é um trapézio isésceles. Por simetria, AM = NC entdo AMCN é um para-
lelogramo. Com isso, ZMDC = AND = ZMCD e, portanto, MC' = M D.

A M B

Exercicios Propostos
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1. No quadrado ABC'D consideram - se as diagonais AC' e BD. Seja P um ponto qual-
quer pertencente a um dos lados. Demonstrar que a soma das distancias de P as
duas diagonais é constante.

2. (Maio) Num paralelogramo ABCD, BD é a diagonal maior. Ao fazer coincidir B
com D mediante uma dobra se forma um pentdgono regular. Calcular as medidas
dos angulos que forma a diagonal BD com cada um dos lados do paralelogramo.

3. (Maio) No retangulo ABCD de lados AB, BC, CD e DA, seja P um ponto do lado
AD tal que ZBPC = 90°. A perpendicular a BP tracada por A corta BP em M e
a perpendicular a CP tracada por D corta CP em N. Demonstre que o centro do
retangulo estd no segmento M N.

4. Sejam ABC e ABD triangulo com o lado AB comum. O tridngulo ABC tem
/ZBAC = 90° e AB = 2AC. O triangulo ABD tem ZADB = 90° e AD = BD.

O segmento C'D corta o segmento AB em O. Calcule a medida de BO sabendo que
AC = 4.

5. (OBM) O trapézio ABCD tem bases AB eCD. O lado DA mede z e o lado BC
mede 2z. A soma dos angulos /DAB e ZABC é 120°. Determine o angulo /DAB.

6. No quadrilatero convexo ABCD, sejam E e F os pontos médios dos lados AD e BC,
respectivamente. Os segmentos CE e DI se cortam em O. Demonstre que se as retas
AO e BO dividem o lado C'D em trés partes iguais entdo ABC D é um paralelogramo.

7. Seja ABCDEF um hexagono tal que seus lados opostos s@o respectivamente para-
lelos, ou seja, AB || DE, BC || EF e CD || FA. Se AB = DE, demonstre que
BC =EF e(CD = FA.

8. Seja ABCD um paralelogramo tal que M é o ponto médio de BC. Seja T a projecao
de D sobre M A. Prove que CT = CD.
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9.

10.

11.

12.

13.

Prove que o segmento que liga os pontos médios dos lados opostos de um quadrilatero
convexo passa pelo ponto médio do segmento que liga os pontos médios das diagonais.

Seja ABCD um paralelogramo. Pelo vértice A é tracada uma reta r e sejam E, F
e G as projecoes de B, C e D sobre r, respectivamente. Prove que se r estiver no
exterior do paralelogramo, entao C'F' = BE + DG e, se r estiver no interior, entao
CF = |BE — DG|.

Sobre os lados AB e AC do triangulo ABC' sao construidos no exterior tridngulos
isésceles semelhantes ABC" e CAB’. Prove que AB’A’C’ é um paralelogramo.

Os lados AB, BC, CD e DA de um quadrilatero ABCD sao divididos pelos pelos
E, F, G e H da seguinte forma:

AE CF CG DH
EB FB GD HA’

Prove que FFGH é um paralelogramo.

Seja Py P, P3P, Ps um pentiagono convexo. Seja (; o ponto de intersecao dos segmen-
tos que unem os pontos médios dos lados opostos do quadrilatero Py P;1oFP;13P;14
onde Pyi5 = Py, k € Nei € {1,2,3,4,5}. Prove que os pentdgonos P, P,P3P4P5 e
Q1Q2Q30Q4Q5 sao semelhantes.

Sugestoes

2. Seja O o ponto de intersecao das diagonais de um paralelogramo ABCD. Seja EF
um segmento que passa por O com extremidades F e I sobre os lados AB e CD,
respectivamente. Entao, FO = EF.

3. Use o fato que as diagonais de um paralelogramo cortam - se em seus pontos médios.
8. Trace CP L DT, com P em DT.

9. Use base média.

11. Use semelhanca de triangulos.

12. Use Teorema de Tales.
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13. Os pontos médios dos lados de um quadrilatero sao vértices de um paralelogramo.
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