Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 2 Aula 8
Prof. Cicero Thiago

Quadrilateros inscritiveis

Teorema 1. Um quadrildtero € inscritivel se, e somente se, a soma dos angulos opostos é
180°.
BAD  BCD

Demonstracdo. = Seja ABCD um quadrildtero inscritivel. Temos que 5 + 2

360°, ou seja, 2ZA+2/C = 360° < LA+ ZC = 180°. Como a soma dos angulos internos
de um quadrilatero convexo é 360°, entao /B + ZD = 180°.

A

< Seja ABCD um quadrilatero tal que LA+ £C = £ZB + £ZD = 180°. Vamos admitir,
de maneira falsa, que ABC' D nao é inscritivel. Seja E a interseccao de BC com a circun-
feréncia circunscrita ao tridangulo ABD. Sendo assim, ZA + ZE = 180° = ZC = ZE, o
que é um absurdo pela propriedade do angulo externo. Portanto, ABC D é inscritivel.
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Teorema 2. Um quadrilatero é inscritivel se, e somente se, o angulo entre um lado e uma
diagonal é igual ao angulo entre o lado oposto e a outra diagonal.

Demonstracao. =

—

, D
Seja ABC'D um quadrildtero inscritivel. E facil ver que ZDAC = ZDBC = TC
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< Seja ABCD um quadrilatero tal que ZADB = ZACB. Vamos admitir, de maneira
falsa, que ABCD néo ¢ inscritivel. Seja E a interseccao de BC com a circunferéncia cir-
cunscrita ao triangulo ABD. Sendo assim, ZADB = ZACB = ZAEB, o que é um absurdo
pela propriedade do angulo externo. Portanto, ABCD é inscritivel.

Exercicios Resolvidos

1. Em um tridngulo ABC', ZBAC = 100° e AB = AC. Seja BD a bissetriz de LZABC,
com D sobre o lado AC'. Prove que AD + BD = BC.

Solucgao.

E facil ver que LZABD = ZDBC = 20°. Seja E um ponto sobre BC tal que
BD = BE. Basta provar que EC = AD. Veja que /BDE = /BED = 80°.
Como /BED = 80° e ZBCD = 40°, entao ZEDC = 40°, ou seja, ED = EC. Por
outro lado, ABED é um quadrildtero inscritivel pois /BAD + /BED = 180°, assim
/EAD = /EBD = 20° e ZAED = ZABD = 20°. Portanto, AD = ED = EC e,
dessa forma, BC = AD + BD.
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2. (Inglaterra) No triangulo acutangulo ABC, C'F é altura, com F em AB e BM é
mediana, com M em CA. Se BM =CF e /ZMBC = ZFCA, prove que o triangulo
ABC ¢ equilétero.

Solucao.

F M

Temos que FM = AM = MC' e, com isso, ZMFC = Z/FCM, ou seja, o quadrilatero
FBCM ¢ inscritivel. Dessa forma, /FCM = /FBM e /BMC = Z/BFC = 90°. E
facil ver que ABMC = ABMA, pelo caso A.L.A, entdao AB = BC. Veja também
que ABMC = ABFC, pelo caso cateto - hipotenusa, entdo /BCM = /CBF e,
portanto, AC' = AB. Finalmente, AB = AC = BC.
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3. Seja M um ponto no interior de um quadrildtero convexo ABCD tal que ABMD é
um paralelogramo. Prove que se Z/CBM = ZCDM, entdao ZACD = ZBCM.

Solucao.

Seja N um ponto tal que BN || MC e NC || BM. Entao NA | CD, ZNCB =
/CBM = ZCDM = ZN AB, ou seja, os pontos A, B, N e C sao conciclicos. Entao,
/ACD = /NBC = Z/BCM.

4. (Cone Sul) Seja ABC'D um quadrildtero convexo tal que suas diagonais AC' e BD
sao perpendiculares. Seja P a intersecgdo de AC' e BD e seja M o ponto médio de
AB. Mostre que o quadrildtero ABCD ¢ inscritivel se, e somente se, as retas PM e
CD sao perpendiculares.

Solucdo. Primeiramente vejamos quando PM e CD sdo perpendiculares. Seja K a
interseccao de PM e C'D. Como no triangulo ABP, retangulo em P, M é o ponto
médio da hipotenusa AB = PM = M A = MB. Assim, seja

/ABD =0=/MPB=60=/ZAMP =20 = /MPA=90°—-0=

LCPK = /ZAPM =90° — 6.
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Como /PKC =90° = /PCD = 0. Logo, ZABD = ZACD = 6 = o quadrilatero
ABCD é inscritivel.

Vejamos agora o caso em que o quadrilatero ABCD é inscritivel. Do mesmo modo
como M é o ponto médio da hipotenusa AB do triangulo retangulo APB entao
PM = MA = MB. Logo, se ZABD = 6§ = /BAP = Z/MPA = 90° — 0 =
ZCPK =90° — 0 e como ABCD ¢ inscritivel = LZACD = ZABD =0 = /PKC =
180° — (90° —0+6) = 90° = MP L CD. Portanto, ABCD é inscritivel se, e somente
se, PM 1 CD.
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5. Prove que as bissetrizes internas dos quatro angulos de um quadrildtero convexo de-
terminam um quadrildtero inscritivel.

Solucao. E f4cil ver que £ = 180° — a — B e que ¢ = 180° — v — 0. Dessa forma,
4+ =360°—(a+58+7v+80)

= 360° — 180° = 180°.
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Exercicios Propostos

1. (BAMO) Seja k um circulo no plano xy com centro sobre o eixo y e passando pelos
pontos A(0,a) e B(0,b) com 0 < a < b. Seja P um ponto qualquer do circulo, dife-
rente de A e B. Seja () a interseccao da reta que passa por P e A com o eixo x, e
seja O(0,0). Prove que ZBQP = ZBOP.

2. (OBM) As diagonais de um quadrilatero inscritivel ABCD se intersectam em O. Os
circulos circunscritos aos triangulos AOB e COD intersectam as retas BC e AD,
pela segunda vez, nos pontos M, N, O e (). Prove que o quadrilatero M N P() esta
inscrito em um circulo de centro O.

3. Um quadrildtero convexo estd inscrito em um circulo de centro O. As diagonais AC
e BD intersectam - se em P. Os circulos circunscritos aos triangulos ABP e CDP
intersectam - se novamente em ). Se O, P e () sdo trés pontos distintos, prove que
OQ é perpendicular a PQ.

4. (Ibero) Num tridngulo escaleno ABC' traga-se a bissetriz interna BD, com D sobre
AC. Sejam E e F', respectivamente, os pés das perpendiculares tracadas desde A e
C até a reta BD, e seja M o ponto sobre o lado BC' tal que DM é perpendicular a
BC'. Prove que ZEMD = Z/DMF.
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10.

. Seja M o ponto de intersecao das diagonais de um quadrildtero inscritivel ABCD,

em que ZAMB é agudo. O triangulo isésceles BC'K é construido exteriormente ao
quadrilatero, com base a base sendo BC, tal que ZKBC + ZAM B = 90°. Prove que
KM é perpendicular a AD.

(Romeénia) Seja ABC um triangulo acutangulo, e seja 7' um ponto no interior tal que
LATB = /BTC = ZCTA. Sejam M, N e P as projecoes de T sobre BC, CA, e
AB, respectivamente. O circulo circunscrito ao triangulo M N P intersecta os lados
BC, CA e AB, pela segunda vez, em M, N e P, respectivamente. Prove que o
triangulo M 'N'P ¢ equildtero.

(Cone Sul) Seja ABC'D um quadrado (os vértices estao nomeados no sentido horario)
e P um ponto qualquer pertencente ao interior do segmento BC. Constréi - se o qua-
drado APRS (os vértices novamente nomeados no sentido horario). Demonstrar que
a reta CR é tangente a circunferéncia circuscrita ao triangulo ABC.

(IMO) Duas circunferéncias I'; e I'y intersectam - se em M e N. Seja [ a tangente
comum a 'y e I'y que estd mais préoxima de M do que de N. A reta [ é tangente a
I't em A ealsem B. A reta paralela a [ que passa por M intersecta novamente a
circunferéncia I'1 em C e novamente a circunferéncia I'y em D. As retas CA e DB
intersectam - se em F; as retas AN e CD intersectam - se em P; as retas BN e CD
intersectam - se em (). Mostre que EP = EQ).

. Seja Q o ponto médio do lado AB de um quadrilatero inscritivel ABCD e S a in-

tersecao de suas diagonais. Sejam P e R as projecdes ortogonais de S sobre AD e
BC, respectivamente. Prove que PQ = QR.

(Italia) Um tridangulo ABC acutangulo estd inscrito em um circulo de centro O. Seja
D a intersegao da bissetriz de A com BC' e suponha que a perpendicular a AO por
D, corta a reta AC em um ponto P, interior a AC. Mostre que AB = AP.
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