Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 2 Aula 9
Prof. Cicero Thiago

Teorema de Ptolomeu

Teorema 1. (Ptolomeu) O produto dos comprimentos das diagonais de um quadrildtero
inscritivel é igual a soma dos produtos dos comprimentos dos pares de lados opostos.

Demonstracao.

Seja P o ponto sobre o prolongamento do lado C'D tal que LBAC = ZDAP. Como o
quadrilatero ABCD é inscritivel entao ZABC = ZADP, assim AABC ~ ADAP. Com

- AB BC AC AD - BC
Ap —pp _ap PP
Como /BAD = /CAP e A—B = £ Portanto, AABD ~ AACP. Assim
AD AP ’ ’
BD AB AC - BD
P = Ac = (CP= —i5
Mas CP = CD + DP, dessa forma

AC - BD AD - BC
e 67 ) B kN

AB AB
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AC-BD =AB-CD+ AD - BC.

Exercicios Resolvidos

1. Seja ABC um triangulo equildtero e seja P um ponto sobre o arco B@, que nao contém
A, da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC. Prove que PA = PB + PC.

Solucgao.

Como o triangulo ABC ¢ equildtero entao AB = BC = CA = a. Aplicando o
teorema de Ptolomeu ao quadrilatero ABPC temos que

AB-PC+ AC-PB=BC-PA<s

a-PC+a-PB=a-PA&
PC+ PB = PA.

2. (IME) Dado o quadrildtero ABCD, inscrito num circulo de raio r, conforme a figura

abaixo, prove que:
AC  AB-AD+ BC-CD

BD AB-BC+CD-AD’




POT 2012 - Geometria - Nivel 2 - Aula 9 - Prof. Cicero Thiago

Solucao.

Sejam M e N pontos sobre a circunferéncia circunscrita ao quadrilatero ABC D tais
que AM = CD e DN = AB. Dessa forma AM = CD, DN = AB, BM = CN e
MC = BN = AD. Aplicando o teorema de Ptolomeu nos quadrilateros M ABC e
NBCD temos

BM - AC = AB-MC + BC - AM (I)

CN-BD = DN -BC +CD - BN (II)

Fazendo (I) =+ (II), temos

AC  AB-AD+ BC-CD
BD AB-BC+CD-AD’
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Este resultado é conhecido como Teorema de Hiparco.

3. (Seletiva do Brasil para a Cone Sul) Prove que as distancias entre um ponto sobre
uma circunferéncia e os quatro vértices de um quadrado nesta inscrita nao podem ser
todas nuimeros racionais.

Solucgao.

Como ABCD é um quadrado entdo AB = BC = CD = DA = a. Pelo toerema de
Pitdgoras no tridngulo ABC' temos que AC? = AB? + BC? < AC? = a® +d® =
2.a? & AC = /2 -a. Aplicando o teorema de Ptolomeu no quadrilidtero ABCP,
temos

AC-BP=AP-BC+CP-AB&+V2-a-BP=AP -a+CP -a &

AP+ CP
ATy
V2 BP

Se todas as medidas fossem nimeros racionais estariamos afirmando, de maneira falsa,

BP
que v2 € Q. Se P coincidir com um dos vértices, ou seja, P = D, entdo P~ V2.

Assim, as medidas nao podem ser todas racionais.

4. (Ird) Seja ABC um triangulo com BC > CA > AB. Seja D um ponto sobre o
lado BC' e seja E o ponto no prolongamento de BA, com A entre E e B, tal que
BD = BE = CA. Seja P o ponto sobre AC tal que E, B, D e P sao conciclicos e
seja @ o segundo ponto de intersecao de BP com o circulo circunscrito ao triangulo
ABC. Prove que AQ + CQ = BP.
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Solucao.

Veja que AAQC ~ AEPD, pois ZCAQ = £CBQ = /DEP e ZAQC = 180° —
LABD = ZEPD. Por outro lado, pelo teorema de Ptolomeu, temos

BP-DE=BE-DP+ BD-EP.
Entao,

B DP EP cQ AQ
BP =BE- 55+ BD- 5= =CA- 57 +CA- = = AQ + CQ.

5. Seja A1AxA3... A, um poligono regular de n lados tal que

L1
A1A2 N A1A3 A1A4.

Determine n, ou seja, o nimero de lados do poligono regular.

Solucdo. Temos que
1 1 1

AA, Ay A
A1Ag - AJAs + A1 Ay - A1Ay = A1 As - A1 Ay (I)
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e
Apse,

Como o quadrilatero A; A3 A4 As é inscritivel podemos aplicar o teorema de Ptolomeu,
assim

AyAs - AjAs + AzAy - A1 As = AsAs - A1 Ay, (ID)
Além disso, como o poligono é regular, temos

A1Ag = AyAs, A1Ay = A3zAy, A1A3 = A3As.
Comparando (I) e (II), encontramos

A1A4 = A1A5.

Como as diagonais A; A4 e A1 As s@o iguais, segue que existe o mesmo numero de
vértices entre A e A4 e entre Ay e As. Dessa forma concluimos que n = 7.

Exercicios Propostos

1. (AHSME) Seja ABC'D um quadrilatero e seja O o ponto de intersegao das diagonais
AC e BD. Se BO=4,0D =6, AO =8, OC =3 e AB = 6, determine a medida de
AD.

2. Seja ABC'D um quadrildtero convexo tal que

AC-BD =AB-CD+ AD - BC.

Prove que ABC'D é inscritivel.
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3.

10.

Seja ABCD um quadrado. Determine o lugar geométrico dos pontos P, no mesmo
plano do quadrado ABC D, tais que

méx {PA, PC} = %(PB + PD).

. Uma circunferéncia passa pelo vértice A de um paralelogramo ABC D intersectando

os lados AB e AD nos pontos P e R, respectivamente. Além disso intersecta a dia-
gonal AC no ponto Q. Prove que AQ - AC = AP-AB + AR - AD.

. Um ponto P é escolhido o interior do paralelogramo ABC' D de tal forma que /AP B+

ZCPD = 180°. Prove que AB-AD =BP-DP+ AP -CP.

. Seja ABC um triangulo isésceles, com AB = AC, inscrito em uma circunferéncia I'.

—
Seja P um ponto sobre o arco BC, que ndo contém A, da circunferéncia I". Prove

ra  _AC
M pprpPCc” BC

. Seja ABC'D um quadrado inscrito em uma circunferéncia I'. Seja P um ponto sobre

o arco BC, que nao contém A e D, da circunferéncia I'. Prove que

PA+PC _ PD
PB+PD PA

. A bissetriz do dngulo ZA do tridngulo ABC intersecta o circulo circunscrito no ponto

D. Prove que AB + AC < 2AD.

(IMO) Seja ABCDEF um hexagono convexo tal que AB = BC' = CD, DE = EF =
FAe /BCD = /EFA=60°. Sejam G e H pontos no interior do hexdgono tais que
LAGB = /DHE = 120°. Prove que AG+GB+GH +DH + HE > CF.

(Mandelbrot) Um quadrildtero inscritivel é tal que seus lados medem 1, v/7, v/3 e
v21, nesta ordem. Determine a distancia entre os pontos médios das diagonais.
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