Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 2 Aula 17
Prof. Cicero Thiago

Pontos Notaveis 3: Circuncentro e Ortocentro

Teorema 1. Sejam A, B e P trés pontos distintos no plano. Temos que PA = PB se, e
somente se, o ponto P pertence a mediatriz do segmento AB.

Demonstracao.
r
P
A M B

Sejam M o ponto médio de AB e r a sua mediatriz. Suponha inicialmente que P pertence
a mediatriz. Com isso AM = M B e r é perpendicular & AB. E f4cil ver que os triangulos
AAMP e ABM P sao congruentes pelo caso L.A.L. e, com isso, PA = PB.
Reciprocamente, suponha agora, que PA = PB, com isso AABP é isésceles de base AB.
Tracemos a mediana relativa ao lado AB. E fdcil ver que os triangulos AAMP e ABMP
sdo congruentes pelo caso L.L.L. e, com isso, ZAMP = ZBMP = 90°, ou seja, P estd
sobre a mediatriz.

Teorema 2. As trés mediatrizes de um triangulo ABC' se intersectam num ponto chamado
circuncentro que é o centro da circunferéncia circunscrita.

Demonstracao.
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Sejam r e s as mediatrizes relativas aos lados BC' e AB, respectivamente, e seja O o ponto
de intersecao das duas mediatrizes. Pelo teorema 1, temos que BO = CO e BO = AO.
Entao, CO = AO e, também pelo teorema 1, O deve estar sobre a mediatriz relativa ao
lado AC.

Além disso o circuncentro é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC' pois
é equidistante dos trés vértices do triangulo.

Teorema 3. As trés alturas de um tridngulo ABC se intersectam num ponto chamado
ortocentro.

Demonstracao.
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M

Inicialmente tracemos pelos vértices A, B e C, retas paralelas aos lados BC, CA e AB,
respectivamente, que determinam o triangulo M N P. Ja sabemos que as trés mediatrizes
de um tridngulo se intersectam em seu circuncentro. E facil perceber que A, B e C sao
os pontos médios dos segmentos NP, M P e M N, respectivamente, pois PACB, NABC' e
ABMC sao paralelogramos e, portanto, os lados opostos de um paralelogramo sao iguais.
Tracemos as mediatrizes dos segmentos M P, M N e PN que irdao se intersectar no ponto
H. Mas as mediatrizes do triangulo M NP sao as alturas do triangulo ABC. Portanto,
provamos que as trés alturas de um triangulo ABC' se intersectam em um ponto que serd
chamado de ortocentro.

Teorema 4. Seja O o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo acutangulo ABC
e seja D a projecao de A sobre BC entdao ZDAB = ZLOAC.
Demonstracao.
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Seja AE um didmetro. Além disso, ZABC = ZAEC. Portanto, /BAD = /EAC.

Teorema 5. O ortocentro, o baricentro e o circuncentro de um triangulo, nao equilatero,
sao colineares. A reta determinada por esses pontos é chamada de Reta de Euler.

Demonstracao.
Sejam M e N os pontos médios de BC e AC, respectivamente. Entdao, MN | AB e

B
MN = - O teorema 4 garante que ZBAD = ZOAC. Como O é o circuncentro

entao OA = OC e, com isso, ZOAC = ZOCA. O quadrilitero MCNQO ¢ inscritivel
entao LZOCA = ZNCO = ZOMN e ZMON = 180° — ZACB. Além disso, o qua-
drilatero DCEH também ¢é inscritivel e, com isso, /ZDHE = 180° — ZACB. Como
ZDHE = ZAH B concluimos que o triangulo AH B é semelhante ao triangulo M NO e, com

AB AH . ,
VN - OM 2. Temos que LZHAG = ZGMO pois AH é paralelo a OM e, como

G é o baricentro, —— = 2. Portanto, o tridngulo AHG é semelhante ao triangulo GMO
e, com isso, ZHGA = ZM GO provando entao que H, G e O estao alinhados e HG = 2GO.

isso,
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Teorema 6. Os pés das alturas de um triangulo, os pontos médios do trés lados e os pontos
médios dos segmentos que ligam os vértices ao ortocentro estao sobre uma circunferéncia
chamada Circunferéncia dos 9 pontos.

Demonstracdo. Queremos provar que M, L, P, D, E, F, R, S e T sao conciclicos. E
suficiente provar que R e D estao sobre a circunferéncia circunscrita ao tridangulo M LP,
pois o restante é analogo. Considere a circunferéncia I' de didmetro RM. E facil ver que
D pertence a I'. Por outro lado, RL || HC, LM || AB e HC L AB, o que implica que
ZRLM = 90°. Portanto, L (e por simetria P) pertence a I.

Teorema 7. O centro da circunferéncia dos 9 pontos é o ponto médio do segmento formado
pelo ortocentro e pelo circuncentro.

Demonstracao.

Seja RM um diametro da circunferéncia dos 9 pontos e seja N a intersecao de RM e OH.
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Como R é ponto médio de AH entao RH = OM. Além disso, AH || OM. Portanto,
ARHN = ANOM, RN = NM e HN = ON.

Problema 1. Seja ABC' um triangulo e sejam H o ortocentro e o O o circuncentro do
triangulo. Se ZABH = ZHBO = Z0OBC e BH = BO determine a medida do angulo ZA.

Solucao.
Como O € o circuncentro entdao OC = OB = BH. Além disso, BH = OC = 20M. Como

o tridngulo MOC é retangulo entao ZMOC = 60°. Assim, ZAOC = 120° e ZABC = 60°.
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Problema 2. Seja H o ortocentro de um tridngulo ABC, tal que AC # BC. O segmento
que une os pontos médios de HC e AB intersecta a bissetriz de ZAC B no ponto N. Sa-

bendo que o circuncentro do triangulo ABC pertence a reta que passa pelos pontos H e
N, determine a medida do ZACB.

Solucao.

Seja M o ponto médio de AB, L o ponto médio de HC', O o circuncentro do triangulo ABC
e R o raio do circulo circunscrito ao tridngulo ABC. E bem sabido que OM = %H C=1LC.
Como OM é paralelo a LC, entao OM LC' é um paralelogramo. Por outro lado, a bissetriz
do angulo ZACB é bissetriz também do angulo ZOCH, dai ZLNC = ZNCO = ZNCL e
NL =CL = LH, o que implica ZHNC = 90°, logo C'N ¢ altura e bissetriz do triangulo
HOC, assim HC = CO e, portanto, ZACB = 60°.

Problemas propostos
1. Seja ABC' um triangulo tal que ZABC = 50°. Seja F um ponto qualquer sobre o

lado AC. Se M e N sao os ortocentros dos triangulos ABF e BFC, respectivamente,
determine a medida do angulo ZMFN.
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2. Seja ABC um tridngulo tal que ZBAC = 40° e seja P um ponto sobre o lado AB tal
que o ortocentro de ABC' coincide com o circuncentro de PBC. Determine a medida
do angulo ZPCB.

3. (ITA) Em um triangulo de vértices A, B e C, a altura, a bissetriz e a mediana, rela-
tivamente ao vértice C, dividem o angulo ZBC A em quatro dngulos iguais. Se [ é a
medida do lado oposto ao vértice C', calcule:

(a) A medida da mediana em funcao de [.
(b) Os angulos ZCAB, ZABC e Z/BCA.

4. Seja ABC um triangulo que nao é isdsceles. Os pontos O e H sao, respectivamente,
o circuncentro e o ortocentro e M o ponto médio de OH.
(a) Se ABC' é um triangulo acutangulo e a bissetriz interna de ZBAC passa por M,
determine a medida do dngulo ZBAC.
(b) Se ABC é um triangulo obtusangulo e a bissetriz externa do angulo ZBAC' passa
por M, determine a medida do angulo ZBAC.

5. (Torneio das cidades) AD, BE e CF sao alturas de um triangulo ABC. K, M e N
sao os ortocentros dos triangulos AEF, BFD e CDE. Prove que KMN e DEF sao
tridngulos congruentes.

6. Seja ABC um triangulo. Sobre os lados AB e AC sao construidos no exterior do
triangulo os quadrados ABDFE e ACFG. Prove que CD, BF e a altura relativa ao
vértice A sdo concorrentes.

7. (OBM) Sejam H, I e O o ortocentro, o incentro e o circuncentro do triangulo ABC,
respectivamente. A reta C'I corta o circuncirculo de ABC no ponto L, distinto de C.
Sabe-se que AB =1L e AH = OH. Determine os angulos do triangulo ABC.

8. (Ird) Em um triangulo ABC' temos que ZA = 60°. Seja D um ponto que varia sobre
o lado BC. Sejam O; o circuncentro de ABD e Oy o circuncentro de AC'D. Seja M
a intersecao de BO7 e C'O3 e N o circuncentro de DO105. Prove que M N passa por
um ponto fixo.



