Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 3 Aula 5
Prof. Cicero Thiago

Pontos Notaveis II: Baricentro e reta de Euler

Propriedade 1. Num triangulo retangulo ABC, a mediana BM relativa a hipotenusa
mede metade da hipotenusa AC'.

D
i
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Demonstracao.
Seja D o ponto sobre o prolongamento da mediana BM tal que BM = M D. Os triangulos
AMB e CMD sao congruentes, pelo caso LAL. Dai, AB=CD e /BAM = Z/DCM, ou

seja, AB e CD sao segmentos iguais e paralelos e portanto
/ABC = Z/DCB = 90°.

Assim, os triangulos ABC e DCB sao congruentes, pelo caso LAL, e portanto

BD = AC — 2.BM = AC — BM:%-

Afirmacao. Uma base média de um tridngulo é um segmento que une os pontos médios de
dois de seus lados.

Assim, todo triangulo possui exatamente trés bases médias.

Propriedade 2. Sejam ABC um triangulo e M, N os pontos médios dos lados AB, AC),

respectivamente. Entao
_ BC

MN||BC e MN=-
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Demonstracao.

Inicialmente, prolonguemos a base média M N até um ponto P tal que MN = NP. Em
seguida, construimos o triangulo C' N P. Note que os triangulos ANM e C'N P sao congru-
entes, pelo caso LAL. Dai, CP = AM e /M AN = Z/PCN e portanto

CP||AM = CP| BM.

Assim, M BCP é um paralelogramo, pois CP e BM sao segmentos paralelos e iguais. Mas
entdao MP || BC e

BC

MP=BC = 2MN=BC = MN = 5

Afirmacao. A base média de um trapézio é o segmento que une os pontos médios de seus
lados nao paralelos.

Propriedade 3. Seja ABC'D um trapézio de bases AB e CD, e sejam M e N os pontos
médios dos lados BC e AD, respectivamente. Entao,

_AB+CD

MN || AB, MN ||CD e MN 5

Demonstracdo. Inicialmente, prolonguemos AM até encontrar DC no ponto E. E facil
ver que

AABM = ACMFE (ALA) = AB =CE.
Portanto, M N é base média do triangulo ADE. Assim,

DE
MN || BE= MN || DC = MN = —~.
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DC+CE _ DC+ AB

Final te, MN =
inalmente, 5 5

Propriedade 4. As trés medianas de um triangulo intersectam - se num mesmo ponto,
chamado baricentro, que divide cada uma das medianas em duas partes tais que a parte
que contém o vértice é o dobro da outra.

Demonstracao.

B c

Sejam N e P os pontos médios dos lados AC e AB, respectivamente, D e E os pontos
médios de BG e C'Gy, respectivamente. Entao,

B
NPHBCeNP:TC
¢ BC

portanto, PDEN é uma paralelogramo. Com isso, BD = DG7 = Gi1N, CE = EGy =
G1P, entao BGy = 2G1N e CG1 = 2G1P. De maneira andloga, as medianas AM e BN
intersectam - se em um ponto Go tal que AGy = 2GoM e BGy = 2G9N. Encontramos,
entao, dois pontos distintos G1 e G, no interior do segmento BN que o dividem na mesma
razao, o que é uma contradicao logo, G; = G2 = G. Portanto, as trés medianas intersectam
- se em um mesmo ponto G que chamaremos de baricentro.
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Propriedade 5. O ortocentro, o baricentro e o circuncentro de um triangulo, nao equilatero,
sao colineares. A reta determinada por esses pontos é chamada de Reta de Euler.

Demonstracao.
Sejam M e N os pontos médios de BC e AC, respectivamente. Entdao, MN | AB e

AB
MN = - O teorema 1 da aula 4 garante que LBAD = ZOAC. Como O é o cir-

cuncentro entdo OA = OC e, com isso, ZOAC = ZOCA. O quadrildtero MCNO ¢é
inscritivel entdo ZOCA = Z/ZNCO = ZOMN e /ZMON = 180° — ZACB. Além disso,
o quadrildtero DCEH também é inscritivel e, com isso, ZDHE = 180° — ZACB. Como

ZDHE = ZAH B concluimos que o triangulo AH B é semelhante ao triangulo M NO e, com
AB AH

isso, VN - OM 2. Temos que LZHAG = ZGMO pois AH é paralelo a OM e, como

G é o baricentro, —— = 2. Portanto, o tridngulo AHG é semelhante ao triangulo GM O

e, com isso, ZHGA = ZM GO provando entao que H, G e O estao alinhados e HG = 2GO.

"M C

o]

B

Propriedade 6. Os pés das alturas de um triangulo, os pontos médios do trés lados e os
pontos médios dos segmentos que ligam os vértices ao ortocentro estao sobre uma circun-
feréncia chamada Circunferéncia dos 9 pontos.

Demonstracdo. Queremos provar que M, L, P, D, E, F, R, S e T sao conciclicos. E
suficiente provar que R e D estao sobre a circunferéncia circunscrita ao triangulo M LP,
pois o restante é analogo. Considere a circunferéncia I' de didmetro RM. E facil ver que
D pertence a I'. Por outro lado, RL || HC, LM || AB e HC L AB, o que implica que
ZRLM = 90°. Portanto, L (e por simetria P) pertence a I'.
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Propriedade 7. O centro da circunferéncia dos 9 pontos é o ponto médio do segmento
formado pelo ortocentro e pelo circuncentro.

Demonstracao.
Seja RM um diametro da circunferéncia dos 9 pontos e seja N a intersecao de RM e OH.

Como R é ponto médio de AH entao RH = OM. Além disso, AH || OM. Portanto,
ARHN = ANOM, RN =NM e HN = ON.
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Exercicios Resolvidos

1. (OBM) Considere um triangulo acutangulo ABC com ZBAC = 30°. Sejam Bj, C os
pés das alturas relativas aos lados AC, AB, respectivamente, e By, C5 0s pontos médios
dos lados AC, AB, respectivamente. Mostre que os segmentos B1Cy e By(C sdo perpendi-
culares.

Solucgao.
Seja O a intersecao entre B1Co e Bo(Cq. O segmento B1Cy é uma mediana do triangulo
retangulo ABy B e portanto

ACQ = Bng (S ZCQBlA = ZBABl = 300.
Analogamente, AC; Bs = 30°. Dali,
/BCyB; = LCsB1A+ ZBAB; = 60°

e portanto
/C10Cy = 180° — /BCyB; — LAC By = 90°.

2.Sejam ABC um triangulo e M o ponto médio do lado BC. Se D, E sao os pés das alturas
relativas aos lados AC, AB, respectivamente, prove que M E = M D.

Solucao.
A
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Note que M E é mediana relativa a hipotenusa do triangulo BEC. Dali,
MFE=BM=CM

e, analogamente,
MD=BM =CM.

Assim, ME = MD.

3. Dado um quadrilatero ABCD, prove que os pontos médios M, N, P, dos lados AB,
BC, CD, DA formam um paralelogramo.

Solucao.

Temos
e Tridngulo ABC: MN || AC e MN = AC/2.
e Tridngulo DAC: PQ || AC e PQ = AC/2.
Assim, MN || PQ e MN = PQ, isto é, M N PQ é paralelogramo.

4. (OBM) Seja N o ponto do lado AC do triangulo ABC tal que AN = 2NC e M o
ponto do lado AB tal que M N é perpendicular a AB . Sabendo que AC = 12 ¢m e que o
baricentro G do triangulo ABC pertence ao segmento M N, determine o comprimento do
segmento BG.

OBS: Baricentro é o ponto de interse¢do das medianas do tridangulo.

Solucgao.

Se BP é uma mediana do triangulo entao AP = CP =6 e PN = 2. Como G é o baricentro

PG 1 PN
do tridngulo entao —— = 5 € NC =~ 3 assim, pela reciproca do teorema de Tales, GN ¢é
paralelo a BC' e ZB = 90°. Como o triangulo ABC é retangulo entao AP = CP = BP = 6.
Com isso, BG=4e GP = 2.
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5. Em um triangulo nao equildtero, a reta que passa pelo baricentro e pelo incentro é pa-
ralela a um dos lados triangulo. Demonstre que os lados do triangulo estao em progressao
aritmética.

Solucao.

Seja AD a bissetriz relativa ao vértice A, I o incentro, AM a mediana relativa ao vértice

A e G o baricentro. Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados BC, C'A e AB, respectivamente.

Al b+ec
Pelo teorema da bissetriz interna é ficil provar que D= +

. Como a reta que passa

a
pelo baricentro G e pelo incentro I é paralela a um dos lados, pelo teorema de Tales, temos
g AG AL _b¥e [ eja, b+c = 2a. Portanto, os lados do triangulo f
= == — = 2a. Portan rian rmam
que o = ID , ou seja, c a. Portanto, os lados do triangulo forma

uma progressao aritmética.

Exercicios Propostos

Problema 1. Sejam ABC um triangulo e M o ponto médio de BC. Se AM = BM = CM,
prove que ZBAC = 90°.

Problema 2. (Austrélia) Sejam ABC um triangulo e P um ponto em seu interior de modo
que ZPAC = ZPBC. Se L, M sao os pés das perpendiculares por P aos lados BC, AC),
respectivamente, e D é o ponto médio de AB, prove que DL = DM.

Problema 3. Uma reta r passa pelo baricentro de um tridngulo ABC' deixando o vértice A
em um semiplano e os vértices B e C' no outro semiplano determinado por r. As projecoes
de A, B e C sobre a reta r sao M, N e P, respectivamente. Prove que AM = BN + CP.

Problema 4. (OBM) Seja ABC'D um quadrildtero convexo, onde N é o ponto médio de
DC, M é o ponto médio de BC', e O é a intersecao entre as diagonais AC e BD. Mostre
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que O é o baricentro do tridngulo AMN se, e somente se, ABC'D é um paralelogramo.

Problema 5. Prove que se a reta de Euler passa pelo incentro do triangulo, entao o triangulo
é isosceles.

Problema 6. (Bulgédria) Seja AABC um triangulo isésceles (AC = BC') tal que A;, By
e (1 s@o os pontos médios de BC, AC e AB, respectivamente. Os pontos A, e By sao
os simétricos de A1 e By com relacao ao lado AB. Seja M a intersecao de C Ay e A1Cq e
seja N a intersecao de CBg e B1C]. Seja P aintersecao de AN e BM, prove que AP = BP.

Problema 7. (Portugal) No tridngulo ABC as medianas dos lados AB e AC sao perpen-
diculares. Sabendo que AB =6 e AC' = 8, determine BC'.

Problema 8. (Bulgdria) Os pontos Ay, By e Cy estao sobre os lados BC, CA e AB do
tridngulo ABC', respectivamente, tais que AA;, BBy e CC} concorrem no ponto M. Prove
que se M é o baricentro do tridngulo A1 B1Cy entao M é também o baricentro do triangulo
ABC.

Problema 9. (Estonia) As medianas relativas aos vértices A e B do triangulo ABC' sao
perpendiculares. Prove que AB é o menor lado do triangulo ABC.

Problema 10. (OCM) Seja ABC um triangulo tal que as medianas BM e C'N, que se
cortam em G, sao iguais. Prove que o triangulo ABC' é isdsceles.

Problema 11. Prove que a soma dos quadrados das distancias de um ponto P aos vértices
de um tridangulo ABC' é minima quando P é o baricentro do tridngulo.

Problema 12. (Espanha) Seja G o baricentro do triangulo ABC'. Se
AB+GC = AC+GB,

prove que o triangulo é isésceles.

Problema 13. (OBM) Sejam ABC um triangulo acutangulo e F' o seu ponto de Fermat,
isto é, o ponto interior ao triangulo ABC tal que os trés angulos ZAFB, /BFC e ZCFA,
medem 120 graus. Para cada um dos tridngulos ABF, ACF e BCF trace a sua reta de
Euler, ou seja, a reta que liga o seu circuncentro e o seu baricentro. Prove que essas trés
retas concorrem em um ponto.
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Solucoes

1. Se AD = BD =CD, entao ZABD = /BAD =«a e /DAC = ZACD = 3. A soma dos
angulos internos do triangulo ABC garante que o + 8 = 90°, ou seja, LA = 90°.

2. Seja N o ponto médio de AP e K o ponto médio de BP. Entdao, AN = NM = NP

e LK = BK = KP. Com isso, /ZPNM = 2/PAC = 2/PBC = /ZPKL. Além disso,

BP
DN e DK sao bases médias do tridangulo ABP assim, DN || BP, DN = = DK || AP

AP
e DK = - Portanto, DN PK é um paralelogramo e /DNP = ZDKP. Finalmente,

ADNM = ADKL, pelo caso LAL. Assim, DL = DM.
A

3. Seja AD um mediana e ) o ponto médio de N P. Entao, D@ é a base média do trapézio

BN + CP
NBCP assim DQ || BN ¢ DQ = %C

, AM
entdo AG = 2GD. E facil ver que AAMG ~ AGQD, entao 5 = D(Q. Portanto,
AM = BN + CP.

. Como G é o baricentro do tridngulo ABC

10
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4. (=) Suponha que ABCD é um paralelogramo, entdao AO = OC e BO = BD. Se M

BD
e N sao os pontos médios de BC' e CD entao MN || BD e MN = — E fécil concluir

B D
que P é o ponto de médio de OC' entdo M P || BO, MP = TO, NP || DO e NP = —O

2
Portanto, NP = PM e AO = 20P, ou seja, O é o baricentro de AMN.

(<) Suponha que O é o baricentro do triangulo AMN entao NP = PM e AO = 20P. Se

BD .
M e N sao os pontos médios de BC e CD entao MN || BD e MN = - E facil concluir

BO
que P é o ponto de médio de OC entao OP = PC, MP || BO, MP = —~ NP || DO e

D
NP = TO Dai, AO = OC e DO = OB, ou seja, ABCD é um paralelogramo.

11
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5. Sejam O o circuncentro, I o incentro e H o ortocentro do tridngulo ABC. As retas Al

e BI intersectam o circulo circunscrito do tridngulo ABC nos pontos Ay e By. Suponha

oI OA Ol OB
que~0 tridngulo ABC néo é isésceles, entao T :4H1 ¢ BH = BHl' Como OB; = OC4
entdao AH = BH e, portanto AC' = BC'. Contradicao.

6. Como CC4 || A1As e CCy = A1 Ag, temos que CCyAzA; é um paralelogramo. Entao,
AiM = C1M. Mas A1 B1C B é também um paralelogramo e, portanto, a intersecao BM
e AC é By. Entao, P esta sobre a mediana BBj. Analogamente, P estd sobre a mediana
AA;. No tridngulo isésceles ABC as medianas AA; e BB; possuem o mesmo comprimento.

2 2
Portanto, AP = gAAl = gBBl = BP.

7. Sejam M e N os pontos médios de AB e AC, respectivamente, e G o ponto de encontro
das medianas MC e NB. Aplicando o teorema de Pitdgoras BIM e CNI, temos:

GM? + 4GN? = GM? + GB?> = BM? =3*>=9

4GM? + GN? = GC? + GN? = CN? = 4% = 16.
Deste modo, 5GM? +5GN? = 9 + 16 = 25, logo NM = /5. Portanto, BC' = 2+/5.

12
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M B

8. Seja M o baricentro do triangulo A;B1C;. Seja Ay um ponto sobre a reta M A tal que
B1A1C1 As é um paralelogramo. Os pontos By e Cy sdo construidos analogamente. Como
A1C || A1 By || C1 B2 entao os pontos Az, Cy e By sao colineares e C7 é o ponto médio de
AsBs. O mesmo é verdade para os pontos As, By e Cy e Cy, A1 e By. Vamos mostrar que
Ay = A, By =B e (Cy =C, o que resolve o problema. Assuma que As # A e A estéd entre
Ay e M. Entao Cs estd entre C e M, B estd entre By e M e consequentemente Ay esté
entre A e M, que é uma contradicao.

9. As medianas intersectam - se no ponto M e a mediana que parte do vértice C intersecta
AB no ponto F. Entao, F' é o ponto médio da hipotenusa do tridngulo retangulo ABM,
ou seja, AB = 2F M. Como M divide a mediana CF na razao 2 : 1, entdo AB = CM.
O maior angulo do triangulo AMC' é o angulo obtuso AMC, portanto AC' é o maior lado
deste triangulo. Assim, AC' > MC = AB. De maneira andloga BC > AB.

10. Seja BM = CN = m. Como G é o baricentro de ABC, temos GM = % =GN e

2
BG = ?m = CG. Dali, segue que os triangulos BGN e CGM sao congruentes (pelo caso

LAL), de modo que BN = CM. Logo, AB=2-BN =2-CM = AC, e o triangulo ABC

¢é isosceles.

13
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11. Seja ABC um triangulo com BC = a, AC =be AB = c. Seja M o ponto médio de
BC, G o baricentro do tridangulo ABC' e P um ponto qualquer. Usando que, a soma dos
quadrados de dois dos lados de um triangulo é igual a duas vezes o quadrado da mediana
relativa ao terceiro lado mais a metade do quadrado do terceiro lado (a demonstracao desse
resultado usa lei dos Cossenos e serd provado na aula de relagdes métricas), no triangulo
PBC com mediana PM temos:

2
PB%+ PC? = 2PM? + % (1)

O baricentro G é tal que GA = 2GM. Fagca GM = m; GA = 2m e tome H em AG tal que
GH = AH = m. Assim, o tridngulo H PM , com mediana PG satisfaz

PH? 4+ PM? = 2PG? + %(2m)2 =2PG? + 2m? (1)
e o tridngulo APG com mediana PH satisfaz

PA? + PG* = 2PH? + %(2m)2 = 2PH? + 2m?. (1)
Somando (I) e (III)

2
PA% + PB%+ PC? + PG? = 2PM? + % L 2PH? 4 2m? =

14
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2
= 2(PM? + PH?) + % +2m? = por (II)

2
2(2PG? + 2m?) + % +om? =
(12
4PG? + 6m? + R

2
Portanto, PA? + PB2 + PC? = 3PG? + 6m? + % (IV)

Como o triangulo a e m sdo constantes, PA? + PB? 4+ PC? ¢ minimo quando PG = 0, ou
seja, P = G é o baricentro do tridngulo ABC.

A

12. Sejam D, F e F os pontos médios dos lados BC', AC e AB, respectivamente. Dividindo
por 2 a condicao do enunciado temos

FA+ FG =FA+ EG,

ou seja, os pontos F' e E estdo sobre uma elipse de focos A e G. Seja M o ponto médio de
EF, M esté sobre a mediana AD e nao é o centro a elipse (ponto médio de AG), portanto
EF é perpendicular a AD e, entdao, AD além de mediana é também uma altura fazendo
com que o tridangulo seja isésceles.

13. Construa um tridngulo equilatero BXC, externo a ABC'. O ponto Op é o circuncentro
de BFC e também de BXC. Como G é o baricentro do tridngulo ABC' entao:
AG X0

= _9
GM oM

= O01G H XF.

15
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Mas O3A = OsF e O2A = O F = AF 1 0,03 = O1G L 0O203. Analogamente, temos

0>G L 0103 e O3G 1L 0503 = G é ortocentro do triangulo O;0503. Sendo G o bari-

(};fj;\i/ =2 = —éj\i = G1G | AF = G1G L 0303 = como

G é o ortocentro de 010503, entao G1 estd na altura relativa a O203. Portanto, O1G1,
02G2 e O3G3 sao concorrentes em G (seu ortocentro).

centro do triangulo BF'C' temos

O>2

O3

G
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