Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 3 Aula §
Prof. Cicero Thiago

Relacoes entre areas

Teorema 1. (Férmula tradicional.)

BC - AD
A drea do tridngulo AABC pode ser calculada por [AABC] = CT

Teorema 2. (Area de um tridngulo em funcao do raio da circunferéncia inscrita.)

Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados BC', CA e AB do triangulo AABC, respectivamente, e
seja r a medida do raio da circunferéncia inscrita. Entao, a area do triangulo AABC pode

ser calculada por
[AABC|=p-r,

at+b+e

em que p = 5

Demonstracao.
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[AABC] = [ABIC] + [ACIA] 4 [AAIB] &

a-r b-r c-r

AABCl =+ 5t
[AABC) = (#) e
[AABC]=p-r.

Teorema 3. (Férmula trigonométrica da drea de um triangulo.)

Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados BC', CA e AB do triangulo AABC, respectivamente.
A area do triangulo AABC pode ser calculada por

b'c-sinéA_a'c-sinéB_a'b-sinéC

[AABC] = . . = .

Demonstracao. Vamos demonstrar uma das igualdades. As outras sao andlogas.
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“O

Seja ZA = a. Temos que
AC-BD a-H

[AABC| = 5
. . H . -
Por outro lado, no triangulo AABD, temos sina = — < H = ¢ - sin a, entao
c

a-c-sino

[AABC) = ==

Teorema 4. (Area de um tridngulo em funcao do raio da circunferéncia circuns-
crita.)

Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados BC, CA e AB do triangulo AABC, respectivamente,
e seja R o raio da circunferéncia circunscrita. Entao, a drea do triangulo [AABC] pode ser

calculada por
abc

[AABC) = .

Demonstracao.
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Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados BC, CA e AB do triangulo AABC, respectivamente.
Temos que

[AABC] = w
Por outro lado, seja AD um didmetro entdo, no AAC D, temos que
i b
sin 3 = BTh
Portanto,
abc
AABC| = —.
[AABC] =

Teorema 5. (Area de um tridngulo em fungao do raio de uma circunferéncia ex
- inscrita.)

Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados BC, C' A e AB do triangulo AABC, respectivamente,
e sejam 14, 1, € T 0s raios das circunferéncias ex - inscritas relativas aos lados a, b e c,
respectivamente. Entao, a drea do triangulo AABC pode ser calculada por

[AABC] =r4(p —a) = rp(p — b) = re(p — ¢),

at+b+ec

em que p = 5

Demonstracao.
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Pela propriedade dos segmentos tangentes, temos que DB = BE=2xe DC=CF =a—zx.

Entao,
[AABC| = [AAIE] + [AAI,F] — 2[ABCI,] &
[AABckz@+wynk+@+a—xyra_2'wra©
2 2 2
[AABC] = 2 (a+b+c—2a) = r; -(2p —2a) =r4(p —a).
Analogamente,

[AABC] = ry(p —b) = re(p — ©),

Teorema 6. (Férmula de Heron.)

Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados BC, CA e AB do triangulo AABC, respectivamente.
Entao, a area do triangulo AABC' pode ser calculada por

[AABC)=+/p-(p (p—20)-(p—o),

a+b+c

em que p = 5

Demonstracao.
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Aplicando o teorema de Pitdgoras nos triangulos AABD e AACD, temos:
1. ¢ =m? + R
2. b2 = (a—m)%+ h2
De (2), temos:

V¥ =(a—-m)*+h e

v’ =a? —2am +m? +h? o

V¥ =a?—2am+c <

a’ +c? — b2
2a ’

m =

Substituindo em (1), temos:

2
c2:<7a2+i_b2> + 1 e
32 9 a?+ % —b? 2
=c—-— ) &
- (=)

a?+c2—b? a?+c? —b?
h2:<c—|—72a >-<c—72a ><:>
2ac + a® + ¢ — b? 2ac — a® — * +b?
() )
4a*h? = [(a +¢)* = 0] - [(0* — (a - 0)*) &

4a’h* = (a+c+b)-(a+c—b)-(b+a—c)-(b+c—a) &

4a’h* = (a+b+c)-(b+c—a) - (a+c—b)-(a+b—c) &
4a*h* = 2p - (2p — 2a) - (2p — 2b) - (2p — 2¢) &
a2h2

2h =p-(p—a)-(p=b)-p—¢c) =

[AABCP =p-(p—a)-(p—b)-(p—0) &
[AABC) = /p =) (0 =b) - (- 0.
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Teorema 7. (Relagao entre as areas de triangulos semelhantes.)

AB A B
Sejam AABC' e ADFEF dois tridngulos semelhantes tais que — = —C _be = k, entao

DE DF EF
[AABC]

N
[ADEF]
Demonstracao. y AC Cac
B B -
Se AABCN ADEF com ﬁ = ﬁ = ﬁ = ﬁ = k, entao
BC - AG
[AABC’]_ 9 _B_C’ A—G—k b 2
[ADEF] FEF-DH FEF DH o
2
A
D
_|
B G c E H

Teorema 8. Sejam r e s retas paralelas. Sejam A e B pontos distintos sobre a reta s e C
e Cy pontos distintos sobre a reta r. Entao, [AABC}| = [AABCs)].

AB-H
5

Demonstracdo. O resultado é imediato pois [AABC] = [AABCs] =
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Teorema 9. (Usando dreas para calcular razao de segmentos.)

Seja ABC um triangulo e D, E e F pontos sobre os lados BC, CA e AB tais que AD,
BE e CF sao concorrentes no ponto P. Defina K = [ABC|, K4 = [PBC], Kp = [PCA]
e Ko = [PAB]. Como K = K4 + Kp + K¢, entao

(a)

BD K¢ CE KA AF _Kp
DC K EA K¢ °“FB Ku

AP _Kp+ K¢ BP _Ka+Kc GQ_KA“‘KB
PD K4 ' PE Kp PF Ko

Demonstracao.

(a) Temos que

BD [AABD] [ABPD] |[AABD]-[ABPD] [AAPB] K¢

CD ~ [AACD] [ACPD] [AACD|—|[ACPD] [AACP]| Kz

b . ) CE _Ki AF _Kp
a mesma manelra emonstra - se que —— =
MPA K. “FB ™ K4

(b) Temos que
AADS ~ APDR =
AD _Hy _[AABC| _ Ka+Kp+Ke

PD  H, [ABPC] K,
AP _ Kp+ K¢
PD K

Da mesma maneira demonstra - se que ﬁ = M cpP M
M PE T T Ky PF Ko
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Teorema 10. (Area de quadrildtero convexo qualquer.)

Seja ABC'D um quadrilatero convexo qualquer tal que 8 é o menor angulo entre as diago-

nais. Entao, [AABCD] = w
Demonstracao.
Temos que

[ABCD]) = [AAPD] + [ABPC|+ [ACPD] + [ADPA]| =
PA-PD -sinf PA-PB-sinf PB-PC-sinf PC’-PD-SimH:>

[ABCD] = 5 - 5 + 5 + 5
(ABCD] = (PA-PD+PA-PB+F2’B-PC+PC’-PD)sm0 .
(ABCD] = (PA+PC)(P2B+PD)s1n0 L [ABCD] = Ac.sz-smg

Exercicios Resolvidos

1. (IMO) Considere um triangulo Py P, P3 e um ponto P no interior no triangulo. Cevi-
anas PP, P,P, P3P intersectam os lados opostos em pontos ()1, 2, ()3, respecti-
vamente. Prove que, entre niimeros

PP PP PP
PQi’ PQy’ PQ3’

pelo menos um é menor ou igual a 2 e pelo menos um é maior ou igual a 2.

Solugdo. Defina que [APP,P3] = K4, [APP,P;] = Kp e [APP, P;] = K¢. Usando
o teorema 9 e, supondo sem perda de generalidade, que K4 < Kp < K¢.

Entao,
PP _ Kis+ Kp < Ko+ K¢ _ 9
PQs Ke ~— K¢ ’
e
PP  Kp+Kc - Kyg+ Ky _
PQy Ky —  Ka '
a? + b?

2. A drea de um tridngulo é dada pela férmula S = ,onde a e b sao dois de seus

4
lados. Determine os angulos do triangulo.

Solucao.
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a-b-sinéC’_a2—|—b2

Temos que [AABC| = 5 T Entao,
2 b2 2 b2 —b 2
sinlC’:a;L_b :>Sin40—1:a2l_b —1:>sin40—1:(a2ab) > 0.

Assim, 1 <sinZC <1 & sinZC =1 < ZC = 90°. A igualdade s6 acontece se, e
somente se, a = b. Portanto, os angulos do triangulo sao 45°, 45°, 90°.

3. Sao dados 1000 pontos no plano nao colineares tais que se trés deles determinam um
tridngulo entao sua area é menor ou igual a 1. Prove que todos os pontos estao em
um tridangulo de area menor ou igual a quatro.

Solucao.

A X B

Como existe um numero finito de triangulos que podem ser construidos usando os
1000 pontos entao, escolhemos aquele de drea maxima que chamaremos de AXY Z.
Seja AABC o triangulo tal que X, Y e Z sdo os pontos médios de BC, C'A e AB,
respectivamente, entdao [AABC| = 4]AXY Z] < 4. Seja D, um ponto no conjunto
dos 1000 pontos dados, no exterior do triangulo AABC entao [AXY Z] < [AXZD],
o que contradiz a escolha de AABC'. Portanto, todos os pontos estdao no interior do
triangulo AABC.

4. (Hungria) S é um ponto no interior do AABC tal que as dreas dos triangulos AABS,
ABCS, ACAS sao todas iguais. Prove que S é o baricentro de AABC.

Solucgao.

Seja T a area dos triangulos AABS, ABCS, ACAS. Dali, sendo M, N e P as in-

. BM CN AP T
tersecoes de AS, B%’ e C'S com os lados opostos, temos VO - NA-PB T 1,
isto é, M, N e P sdo os pontos médios dos lados BC, CA e AB e, portanto, S é o

10
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baricentro de AABC.

5. (IMO Short List) Seja ABC um triangulo acutangulo com circuncentro O e circunraio
R. Seja Ay # O o ponto de intersecdo de AO com a circunferéncia circunscrita ao
tridngulo BOC e defina analogamente By e C7. Mostre que

OA, - OBy -0C; > 8R>.

Quando ocorre a igualdade?

Solucdo. Sejam D, E e F as intersecoes de AO, BO e CO com BC, CA e AB,
respectivamente. E facil ver que AO = BO = CO = R. Usando o teorema 9 temos

que:
AO  [AAOB]+ [A0C)
oD [BOC] ’
BO _ [AOB] +[BOC]
OE [AOC]| ’
CO _ [A0C] + [BOC]
OF ~  [A0B]
Faca [AAOB] = z, [AAOC] = y e [ABOC] = z. E facil perceber que AOA;C ~
ADCO, entao
R OA; R?
— = A= —.
obp- ® 9M=0p
R? R? .
Analogamente, OB = OF © oCy = OF" Assim,
RS R R R ., OA BO CO _,
Od- OB 0 =656 0F ~0op 08 oF " “0op 0B oF T =
_ @ty t)yrz) e 2VEY 2IEE g Beyr ps ons
TYZz TYZz TYZz

A igualdade ocorre quando x = y = z. O exercicio 4 garante que O é o baricentro.

11
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A

Aq

6. (Coréia) Seja ABC'D um quadrildtero convexo e seja P o ponto de intersegao das
diagonais. Prove que

[APAB] + [APCD] = [APBC] + [APDA]

se, e somente se, P é o ponto médio de AC ou BD.

Solugdo. Observe que [APAB] - [APCD] = [APBC] - [APDA] = - - PA-PB -
PC - PD -sin P. Os nimeros [APAB], [APCD] e [APBC], [APDA] tem a mesma
soma e o mesmo produto, entdo [APAB| = [APBC] e [APCD] = [APDA] ou
[APAB] = [APDA] e [APBC] = [APCD], ou seja, P é o ponto médio de AC ou
BD.

=

7. (AMC) Seja P um ponto no interior de um quadrilatero convexo ABC D, com &rea
2002, tal que PA =24, PB = 32, PC = 28 e PD = 45. Determine o perimetro de
ABCD.

Solucdo. Temos que
1
[ABCD] < 3 -AC - BD,
com igualdade acontecendo se, e somente se, AC' L. BD. Temos que

52-TT _ 5009,

2002 = [ABCD] g%-AC-BDg%-(AP+PC)-(BP+PD):

Portanto as diagonais AC' e BD sao perpendiculares e se intersectam em P. Dessa

forma, AB = /242 4+ 322 = 40, BC = /282 + 322 = 4/113, CD = /282 + 452 = 53

12
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e DA = /452 + 242 = 51. Assim, o perimetro de ABC'D é 144 + 4+/113.

8. (OCM) Seja PQRS um quadrildtero convexo de drea A e O um ponto em seu interior.
Prove que se 24 = OP? 4+ 0Q? 4+ OR? + 0S?, entdo PQRS é um quadrado e O é o

seu centro.

Solucgao.
[PQRS] = [APOQ] + [AQOR] + [AROS] + [ASOP]

= 5 0P-0Q sin £(POQ) + 5 - 0Q - OR -sin Z(QOR)

—I-% -OR-0S -sin Z(ROS) + % -OS-OP -sin Z(SOP).

Usando que sin# < 1, para todo 0 € [0, 360°], com igualdade ocorrendo se, e somente
2 2
e+

se, 8 =90°, eque x-y < , para quaisquer reais x e y, com igualdade ocorrendo

se, e somente se, x = ¥y, obtemos:
2A<O0OP-0Q+0Q-OR+0OR-054+0S8-0P

OP2+0Q? O0Q?+O0OR? OR?2+0S8? 0S%2+0P2
< +Q+Q+ n + N +
2 2 2 2
= OP?>+0Q%+ OR? + 05°.

Pelo enunciado, na ultima desigualdade ocorre a igualdade. Dessa forma, temos:

ZPOQ = ZQOR = ZROS = ZSOP = 90°

OP =0Q =OR = 0S.

Isto significa que PQRS é um quadrado e O é o seu centro.

9. (Rioplatense) Em um triangulo ABC, sejam D, E e F pontos sobre os lados BC,
CA e AB, respectivamente, tais que [AAFE] = [ABFD] = [ACDE]. Mostre que

[ADEF]

>
[AABC] =

] =

Solucao.

13
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A
zC (1 - y)b
E
F,
yb
(1-2)c
B ra D (1-=z)acC

Se [AAFE] = [ABFD] = [ACDE] = S entao [ADEF]| = [AABC] — 3S. Entao,

[ADEF] < 1 o
[AABC] — 4
[AABC] —3S S 1 N

[AABC] ~— 4

[AABC] > 45.
Por outro lado,

(1 —y)b-sinZA b-c-sin/A

S = [aappg] = 2 y2) el -y % = 2(1—y) - [AABC].
Analogamente,

S =[ABFD]=xz(1l—-2z)-[AABC] e
S =[ACDE] =y(1 —z)-[AABC].

Multiplicando as igualdades encontradas temos

53 = x(1 —2)y(1 —y)z(1 — 2) - [AABC)>.

14
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, com igualdade

-

Usando a desigualdade entre as médias é facil provar que z(1—z) <

acontecendo se, e somente se, r = >

Portanto,

[AABCP
64
[AABC] > 4S.

53 <

10. (OCM) Os lados de um triangulo sao expressos, em ¢m, por trés inteiros consecutivos
e sua area, em cm?, é dada por um inteiro. Prove que o menor lado do triangulo é
impar.

Solucgao.

Sejam x—1, z, x+1 os lados do triangulo. Pela férmula de Heron, a area do tridngulo
é

(z —2)
2

3z (z+2)
2 2

31’2((['2—4) 1W

Como [AABC] € Z, devemos ter 3x2(x? — 4) par, o que nos diz que x deve ser par.
Portanto, o menor lado do triangulo, que é x — 1, deve ser impar.

[AABC] =

T
2

11. (Hong Kong) Seja ABC um triangulo e sejam X, Y e Z pontos sobre os lados AB,

. . AX 4 BY 6 CZ 8 ,
BC e C'A, respectivamente, tais que XBE-5 Ve~ 7 e ZA= o Se a drea do
triangulo AABC é 1989, determine a area do triangulo AXY Z.

Solucao.

AXYZ] | ([AAXZ] | [ABXY]  [ACYZ]
1989 1989 1989 1989

o, (t9 5 6 T 8
N 9 17 9 13 13 17

1482
1989’
Portanto, a area do triangulo AXY Z é 1989 — 1482 = 507.

15



POT 2012 - Geometria - Nivel 3 - Aula 6 - Prof. Cicero Thiago

Exercicios Propostos

1. Num tridngulo ABC tem - se AB = BC, e D é um ponto sobre a base AC tal que
o raio do circulo inscrito no triangulo ABD ¢ igual ao raio do circulo tangente ao
segmento DC' e aos prolongamentos das retas BD e BC. Prove que o raio deste

circulo é igual a 1 da medida h de uma das alturas iguais do triangulo ABC.

2. No triangulo ABC, os pontos L, M e N estao sobre BC, C A e AB respectivamente,
e AL, BM e CN sao concorrentes no ponto P.
(a) Encontre o valor numérico de
PL n PM n PN
AL  BM CN
(b) Encontre o valor numérico de
AP n BP n CcP
AL  BM CN
3. (Ibero) Se AD, BE e CF sa@o trés cevianas concorrentes no circuncentro O do
triangulo ABC, demonstre que
1 n 1 n I 2
AD BE CF R
4. (AIME) Num triangulo ABC, A;, By e Cj estao sobre os lados BC, CA e AB,
respectivamente. Dado que AA;, BBy e C'Cy sao concorrentes no ponto O, e que

A0 + Bo + co = 92. Encontre o valor de A0 . BO . co
04, OB, o0C; 7 0OA; OB; 0OC;

5. Em um AABC, AD, BE e CF sao concorrentes no ponto P tal que AP = PD = 6,
EP =3, PB=9e(CF =20. Qual é a drea do AABC?

6. Em um triangulo ABC', sejam S o ponto médio da mediana correspondente ao vértice
A e Q o ponto de intersecao de BS com o lado AC. Demonstrar que BS = 3Q.S.

7. Trés segmentos C1 Ay, CoB1 e A1 By com extremos sobre os lados do tridngulo ABC
sao paralelos aos lados e passam pelo ponto P. Prove que as areas dos triangulos
A1B1Cy e A3ByCs sao iguais.

8. (OBM) E dado um quadrilatero convexo ABCD. Sejam E, F, G e H os pontos
médios dos lados AB, BC, CD e DA, respectivamente. Determine a posi¢ao de um
ponto P de forma que os quadriliteros PHAE, PEBF, PFCG e PGDH tenham a
mesma area.

16
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9. Seja ABC DE um pentagono convexo (nao necessariamente regular) tal que os triangulos
ABC, BCD, CDE, DEA e FAB tem &rea 1. Qual a drea do pentdagono?

10. Seja ABC'D um quadrilatero convexo e EH, EI, EF e EG sao segmentos paralelos
eiguaisa AB, BC, CD e DA, como mostra a figura abaixo. Determine a razao entre
as dreas dos triangulos HIFG e ABCD.

G

11. (AIME) Quadrados S; e S sdo inscritos em um triangulo retangulo ABC, como
mostrado na figura abaixo. Determine AC' + CB se area(S1) = 441 e drea(S2) = 440.

S

12. Seja P um ponto no interior de um triangulo equilatero ABC, e sejam D, E e F' os
simétricos de P em relagdo aos lados BC, C'A e AB, respectivamente. Qual é maior,
a area do tridngulo ABC ou a érea do triangulo DEF'?

17
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13.

14.

C

F

(Portugal) Seja [AABC] um triangulo retangulo em A. Considere um ponto E sobre
a hipotenusa e traca - se a partir desse ponto uma paralela ao cateto AC. Seja a
intersecao desta paralela com o cateto AB. Prove que

BD+DE_BC’2
DE BD 2§’

sendo S a area do triangulo AABC.

(Portugal) Os lados AB, BC' e AC' do triangulo representado na figura medem, res-
pectivamente, 7, 11 e 8. Tracam - se WR, UP e V(Q, perpendiculares aos lados.
Sabendo que UW mede 2, determine a razdo entre a area do tridngulo AUVW e a
area do triangulo AABC.

18
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15.

16.

17.

18.

(OBM) ABCD é um quadrilatero convexo e inscritivel e M é um ponto sobre o lado
CD, tal que o triangulo ADM e o quadrilatero ABCM tém a mesma area e 0 mesmo
perimetro. Prove que ABCD tem dois lados de comprimentos iguais.

Uma reta corta um quadrilatero circunscritivel em dois poligonos com iguais areas e
perimetros. Prove que a reta passa pelo centro da circunferéncia inscrita.

Os pontos médios das diagonais AC, CE, EA, BD, DF e F B do hexdagono convexo
ABCDEF sao vértices de um novo hexdgono. Calcular a relacdo entre as dreas do
dois hexagonos.

(Mandelbrot) Seja ABC'D um quadrildtero convexo tal que AB = 12, BC = 6 e
CD = 20. Suponha que ABCD possui uma circunferéncia inscrita que é tangente ao
lado BC' em seu ponto médio. Qual é a drea do quadrildtero ABC D?

Sugestoes

1. Use os teoremas 2 e 5.
2. Use o teorema 9.
3. Use o exercicio 2.
4. Use o teorema 9.
5. Use o teorema 9.
6. Use o teorema 9.
7. Use o teorema 8.
8. Use o teorema 8.
9. Use o teorema 8.
10. Use o teorema 8.

11. Use o teorema 7.
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12. Use o teorema 3.

13. Use o teorema 7 e o teorema de Pitagoras.
14. Use os teoremas 3 e 7.

15. Use o teorema 3.

16. Use o teorema 2.

17. Use base média e o teorema 3.

18. Use os teoremas 2 e 6.
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