Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 3 Aula 7
Prof. Cicero Thiago

Teorema de Ceva

Teorema 1. Sejam D, E¥ e F' pontos sobre os lados BC, AC e AB, respectivamente, do

tridngulo AABC. Os segmentos AD, BE e CF intersectam - se em um ponto P se, e
BD CE AF

somente se, — - — - — = 1.
"CD FEA FB

Demonstracao.

=
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E
B D C

Defina K = [ABC|, K4 = [PBC], Kz = [PCA] e K¢ = [PAB].

Temos que

BD [AABD] [ABPD] [AABD]-[ABPD] [AAPB] K¢

CD ~ [AACD] [ACPD] [AACD|—[ACPD] [AACP| Kg

Demaneiraanéloa@—ﬂeA—F—@ Assim@gﬂ—@@@—l
8 FA " Ko “FB  Ki "CD EA FB _ Kj Ko Ka
BD CE AF

< Sejam D, E e F pontos sobre os lados BC, CA e AB tais que D FA FB — 1
mas AD, BE e CF nao sado concorrentes. Seja F; sobre AB tal que AD, BE e CFj sao
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BD CE AF AF  AF;
concorrentes em P. Assim, D % . ?é = 1. Dessa forma, B~ KB} < F = F.
A
F
E
B D C

Exercicios resolvidos

1. Prove que as medianas de um tridngulo sao concorrentes em um ponto que se chama
baricentro.

Solucao.

Sejam M, N e R os pontos médios de AC, BC e BA, respectivamente. Entao

AM CN BR _

MC NB RA ¢

ou seja, AN, BM e CR sao concorrentes.

2. Prove que as bissetrizes internas de um triangulo sao concorrentes em um ponto que
se chama incentro.

Solucgao.

Sejam X, Y e Z os pés das bissetrizes relativas aos lados BC', AC e AB, respectiva-
mente. Pelo teorema das bissetrizes internas temos que

AY CX BZ AB CA BC

YO XB ZA BC AB CA DV

ou seja, AX, BY e C'Z sao concorrentes.

3. Prove que as alturas de um triangulo sao concorrentes em um ponto que se chama
ortocentro.
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Solucao.

H

Sejam AL, BM e CN as alturas do triangulo AABC. E f4cil ver que
AN AC

BL AB
cCM BC

Multiplicando (I), (IT) e (III) temos que

AN BL CM _AC AB BC _
MA NB LC AB BC AC

ou seja, as alturas sao concorrentes.

4. Seja ABCDEF um hexdgono convexo tal que cada uma das diagonais AD, BE e

CF dividem o hexdgono em duas regides de areas iguais. Prove que AD, BE e CF
sao concorrentes.

Solucgao.
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C

Sejam X a interseccao de AD e CE, Y a interseccao de AF e C'F e Z é a interseccao
de AC e BE. Denotaremos por [M N P] a drea do triangulo AM NP, e seja K a édrea
do hexdgono ABCDEF. E facil ver que

=

CX [ACX] [CDX] [ACX]+[CDX] [ACD] + —[ABC]
= _[AEF]

XE [AXE] |[DEX] |[AXE]+[DEX] [ADE]

o | o

De maneira andloga,

K
gy - —[CDE]
=2
YA & 4Bo
2
€
K
Az 5 T IAFE]
2=2
Z2¢ K _1opp
Portanto,
K K K
cX By Az 5 ~WBC 5 —[CDE 5 —[AFE]
XE'YA' 20" K _ o K K ohp

2
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Pela reciproca do teorema de Ceva no triangulo AACE temos que AX, CY e EZ
sao concorrentes e, com isso, AD, BE e C'F s&o concorrentes.

5. Seja AABC um triangulo e seja AD uma altura, com D em BC. Sejam E e I’ pontos
sobre AC e AB, respectivamente, tais que AD, BE e C'F sdo concorrentes. Entao a
medida dos angulos /ZEDA = /ZF DA sao iguais.

Solucgao.

Q A B

Seja r uma reta que passa por A e é paralela BC. Sejam @ e P as interseccoes de
DE e DF com r, respectivamente. E facil ver que ABFD ~ AAF P assim

BD AP BD - AF
BF - ar AP =5 W

e ACED ~ AAEQ, ou seja,

CD  AQ

_ CD- AE
CE AE '

©AQ=—Fr—(2)

Por outro lado, pelo teorema de Ceva, aplicado ao triangulo AABC de cevianas
concorrentes AD, BE e CF,

AF BD CE _
BF CD AE
@BD-AF_CD-AE

BF CE

Da dultima igualdade e de (1) e (2), temos que AP = AQ, ou seja, o triangulo
ADQP é isosceles e, com isso, a altura DA serd bissetriz do angulo ZQDP, entao
/ADE = ZADF.
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6. Seja AABC um tridngulo e sejam P e () pontos sobre os lados AB e AC, respecti-
vamente, tais que PQ || BC. Prove que PC, QB e a mediana AM, com M em BC,

sao concorrentes.

Solucao.

Como PQ || BC, entao
AP AQ AP QC
PE-qc “pB ag W

Como AM é um mediana entao BM = M(C, assim

BM
Yo 1 (II).
Multiplicando (I) e (II), temos
AP GC BM |
PB AQ MC

Pela reciproca do teorema de Ceva temos que AM, QB e PC s&ao concorrentes.

A

Exercicios propostos

1. Sejam D, FE e F os pontos de contato da circunferéncia inscrita com os lados BC,
CA e AB, respectivamente, do triangulo ABC. Prove que AD, BE e CF sao con-
correntes em um ponto que se chama Ponto de Gergonne.
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2. Sejam [ e [; duas retas paralelas dadas no plano. Usando apenas régua encontre o
ponto médio do segmento AB que estd na reta .

3. Seja P um ponto no interior de um tridngulo acutangulo ABC' e sejam D, E e
F os pontos de interseccao das retas AP, BP e CP com os lados BC, CA e AB,
respectivamente. Determine P de maneira que a area do triangulo DEF seja méxima.

4. (Coréia) Seja ABC um triangulo com AB # AC, seja V a interseccao da bissetriz
do angulo LA com BC e seja D pé da altura relativa ao vértice A. Se E e F sao as
intersecgoes dos circulos circunscritos aos triangulos AAV D com CA e AB, respec-
tivamente, mostre que AD, BE e C'F' sao concorrentes.

5. Seja P um ponto no interior de um triangulo. As bissetrizes de ZBPC, ZCPA e
/APB intersectam BC, CA e AB em X, Y e Z, respectivamente. Prove que AX,
BY e CZ sao concorrentes.

Sugestoes/Solugoes
2. Use o exercicio resolvido 6.
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