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Poténcia de ponto

1. Definigcao
Seja I' uma circunferéncia de centro O e raio R. Seja P um ponto que estd a uma disténcia
d de O, vamos definir a poténcia do ponto P em relacao a circunferéncia I' por

Potl = d? — R*.

E facil ver que se P é um ponto no exterior de I entdo a poténcia serd positiva, se P é um
ponto sobre a circunferéncia entdo sua poténcia serd zero e se P é um ponto no interior da
circunferéncia entao sua poténcia serd negativa.

Teorema 1. Seja P um ponto e I' uma circunferéncia. Se uma reta que passa por P
intersecta a circunferéncia nos pontos A e B, entao o produto PA - PB é constante.

Demonstracao.
1° caso: P é um ponto no exterior.
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Seja OM a mediatriz de AB. Entao

PA-PB = (PM —m)-(PM +m)=PM?—-m?=PM?*+OM?* — (OM? +m?)

= PO? — R* = Potf.

Vamos analisar também o caso em que pelo ponto P é tracada uma tangente a I'.

T

O

Dessa forma pelo teorema de Pitadgoras temos que
PO? = PT? + R?> & PT? = PO? — R* = Potf.

2° caso: P é um ponto no interior.



POT 2012 - Geometria - Nivel 3 - Aula 10 - Prof. Cicero Thiago

Y

Seja OM a mediatriz de AB. Entao

PA-PB=(m—PM)-(m+PM)=m?—PM?=m?+O0OM? — (OM? + PM?)

= R? — PO?* = —Potf..

Problema 1. Dois circulos I'; e I'y intersectam - se em P e (). Uma reta passando por P
intersecta I'1 e 'y novamente em A e B, respectivamente, se X é o ponto médio de AB ¢ a
reta que passa por ) e X intersecta I'; e 'y novamente em Y e Z, respectivamente. Prove
que X é o ponto médio de Y Z.

Solucgao.

Pot}, = XP-XB=XZ-XQ,

—PotyY, = XP - XA=XY - XQ.
Entao,

XP-XB XZ-XQ
XP-XA XY -XQ
XY =XZ.
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Problema 2. (OCM) Duas tangentes OA e OB sao tragadas a um circulo de um ponto
externo O. Uma corda AC' é construida paralela a OB e uma secante OC é desenhada

intersectando o circulo em E. Se K é o ponto de intersecao de OB com o prolongamento
de AE, prove que OK = KB.

Solucgao.
Temos que ZKOC = ZECA pois OB || AC e ZECA = ZEAO pois OA é tangente ao
circulo. Entao AOKFE ~ AAKO assim

OK _KE _
KA OK

Usando a poténcia de K com relacao a circunferéncia temos

OK? =KE - KA.

KB?=KE - KA.

Portanto, OK = KB.
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Problema 3. Seja ABC'D um quadrildtero inscrito em um semicirculo s de didmetro AB.
As retas AC' e BD se intersectam em F e as retas AD e BC em F. A reta E'F intersecta
o semicirculo s em G e a reta AB em H. Prove que F é o ponto médio do segmento GH
se, e somente se, G é o ponto médio do segmento F'H.

Solucgao.
Como AC e BD sao alturas do triangulo ABF entao E é o ortocentro desse triangulo.

Assim, F'E é perpendicular a AB. Os triangulos HEB e HAF sao semelhantes, temos que

HE HB _ 9 e
HA- Or Entdo, HE - HF = HA- HB = HG” e a equivaléncia é clara.
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Problema 4. Seja C' uma semicircunferéncia de centro O e didmetro AB e D é o ponto
médio do arco AB. Sobre a reta OD toma - se o ponto E, do mesmo lado de D com relagao

a AB, tal que OF = BD. Se BE corta a semicircunferéncia em F' e P é o ponto de AB

AB
tal que F'P é perpendicular a AB. Prove que BP = =

Solucgao.
Sem perda de generalidade faca OA = OB = 1. Logo, OD = 1, OF = BD = 2 e
EB = /3. Utilizando a poténcia de E com relacio & circunferéncia de diametro AB temos

EF.EB=EO?>-R*=F0?—-1.
Assim,
EF-\/gz(\/i)z—lﬁEFzgeFB:%g.
Além disso, ABPF ~ ABOF entao

BP BF 2

— =—& BP=_.

BO BE < 3

Portanto,
2

BP 3 1 AB
. _ 9 __ o Bp=—""
AB 2 3 < 3
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Exercicios propostos

1. Em um tridngulo ABC, a bissetriz do angulo A e a mediana relativa a BC' intersec-
tam este lado em pontos distintos O e M, respectivamente. O circulo circunscrito ao

tridngulo AOM intersecta os lados AB e AC em E e F, respectivamente. Prove que
BE =CF.

2. Seja BD a bissetriz do angulo B do triangulo ABC. Se o circulo circunscrito ao
triangulo BDC intersecta AB em F e o circulo circunscrito ao tridngulo ABD inter-
secta BC' em F', prove que AE = CF.

3. Um tridangulo acutangulo ABC' estd inscrito numa circunferéncia de centro O. As
alturas do tridngulo sao AD, BE e CF. A reta EF intersecta a circunferéncia em P
e Q.
(a) Prove que OA é perpendicular a PQ.
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(b) Se M é o ponto médio de BC, prove que AP? = 2AD.OM.

4. Seja C um ponto sobre o semicirculo de didmetro AB e seja D o ponto médio do arco
AC. Se FE é a projecao de D sobre BC' e F é a intersecao de AE com o semicirculo,
prove que BF bissecta o segmento DFE.

5. Seja P um ponto no interior de um circulo tal que existem trés cordas que passam
por P e tem o mesmo comprimento. Prove que P é o centro do circulo.

6. Sejam I'y e I'y circulos concéntricos, com I's no interior de I'y. Partindo de um ponto
A pertencente a I'1, é desenhada uma tangente AB a I'y (B € I'2). Seja C' o segundo
ponto de intersecao de AB com I'y, e D o ponto médio de AB. Um reta passando

por A intersecta I's em E e F de tal maneira que as mediatrizes de DE e CF se

. AM
intersectam em um ponto M sobre AC. Determine a razao Viek
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