Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 3 Aula (11
Prof. Cicero Thiago

Poténcia de ponto e eixo radical

Chamaremos de Eixo radical o lugar geométrico dos pontos que possuem a mesma
poténcia com relacdo a duas circunferéncias dadas.

Teorema 1. O conjunto dos pontos que possuem a mesma poténcia com relagdo a duas
circunferéncias dadas é uma reta perpendicular & reta que contém os centros.

Demonstracao.

O>

Sejam 'y e I's circunferéncias com centros O e Os e raios R; e Ro, respectivamente. Além
disso, seja P um ponto que possui a mesma poténcia com relacao as duas circunferéncias.
Assim,

Potl]f1 = Potllf2 &
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PO? - R? = PO3 - R} =
PO? — PO} = R? — R3.
Seja M o ponto médio de O105, Q a projecao de P sobre 0105 ¢ ZPM(Q = «. Aplicando
a lei dos cossenos nos triangulos APO1M e APO>M temos

PO? = OM? + PM? —2-0;M - PM - cos(180° — a) =
PO? = O1M? + PM?* +2-0O,M - PM - cos
PO2 = O;M?* + PM? —2-0yM - PM - cos a.

Entao,
PO? — PO3 =2-0,0,- PM -cosa.
MQ .
Por outro lado, cosa = M < M@ = PM - cos o, com i8so
R2 _ R2
MQ =12 = Fixo.
Q 5. 0.0, 1X0

Portanto, o lugar geométrico dos pontos P é a reta perpendicular a 0109 que passa por Q.
Por outro lado, seja P; um ponto de PQ. Vamos provar que P; possui a mesma poténcia
com relacao as duas circunferéncias. Assim, pelo toerema de Pitagoras

PO} = 0,Q* + P1Q?,
P03 = 02Q* + PIQ*

Entao,

PO} — P03 = 0,Q% — 0,Q.

Py

01 Q O2
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Além disso,

PO? = 0,Q* + PQ?,
PO2 = 0,Q° + PQ.

Entao,

PO? — PO} = R? — R3 = 0:Q° — 0,Q* = PO} — P03 &
PO? —R?= P05 - R &
Pot{! = Poty...

Teorema 2. (Euler) Seja O o circuncentro, I o incentro, R o raio da circunferéncia
circunscrita e r o raio da circunferéncia inscrita de um triangulo ABC', entao

OI® = R?> — 2Rr.

Demonstracao.
Lema: Seja D a intersecgdo de Al com a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC.
Entao,

DI =DB = DC.
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Demonstracao. Seja D a interseccao de Al com a circunferéncia circunscrita ao triangulo
ABC e seja BI a bissetriz do angulo /B = 25. E facil ver que ZDBC = ZDCB = «a, ou
seja, DB = DC. Pela propriedade do angulo externo, ZBID = a+ 3 = ZIBD, ou seja,
DI =DB.

Vamos, agora, demonstrar que OI? = R?>—2Rr. Seja IE =r, DH = 2R e T a circunferéncia
circunscrita ao triangulo ABC'. E facil ver que AIEFA ~ ADBH entao

2R DB

Mas, pelo lema, DB = DI. Entao,

Al - DI = 2Rr & —Potl = 2Rr & R? — OI? = 2Rr < OI*> = R®> — 2Rr-

Teorema 3. (Centro radical) Considere trés circulos I';, I'y e I's tais que seus centros
01, Oy e O3, respectivamente, nao estao alinhados. Sejam r, s e t os eixos radicais de I'y
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eIy, I'1 e I'3 e I'y e I'3, respectivamente. Entao, r, s e t sao concorrentes em um ponto
chamado centro radical.

Demonstracao.
Seja P um ponto sobre r N s, ou seja, P possui a mesma poténcia com relacao I'y, 'y e I's.
Portanto, P esta sobre a reta t.

Problema 1. (india TST) Seja ABC um triangulo com AB = AC e seja I' a sua cir-
cunferéncia circunscrita. Suponha que sua circunferéncia inscrita + se desloca sobre BC
em direcao ao vértice B. Prove que quando v tangenciar I' internamente, ela também ird
tangenciar a altura relativa ao vértice A.

Solucgao.



POT 2012 - Geometria - Nivel 3 - Aula 11 - Prof. Cicero Thiago

Seja v/ a posicao de v quando tangencia I', e seja K seu centro. Seja O o centro de I' e
o centro de v. Como AB = AC, entdo O e I est@o sobre a altura AD. Se T é o ponto de
intersecao de I' e 7/, entao T', K e O sao colineares. Dessa forma, OK = OT — KT = R—r,
onde R e r sdo, respectivamente os raios das circunferéncias circunscrita e inscrita de ABC.
E f4cil ver que K e I estao sobre a paralela a BC' que passa por I. Entao K1 é perpendicular
a AD em I. Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo K OI temos

OK? = 0I* + IK>.
Mas OI? = R? — 2Rr, entdo

IK?> =0K?-0I* = (R—r)* — (R* = 2Rr) = 2.

Portanto, IK = r mostrando que 7' tangencia AD em I.

Problema 2. (USAMO) Sejam w; e ws circulos que se intersectam em X e Y. Seja l; uma
reta que passa pelo centro de wy intersectando ws nos pontos P e @) e seja lo uma reta que
passa pelo centro de ws intersectando wq nos pontos R e S. Prove que se P, ), R e S estao



POT 2012 - Geometria - Nivel 3 - Aula 11 - Prof. Cicero Thiago

sobre uma circunferéncia entao o centro desse circulo estd sobre XY

Solucao.

Seja w a circunferéncia circuncrita de QRPS e seja O seu centro. A reta XY é eixo radical
das circunferéncias wy e wy. E suficiente mostrar que O tem igual poténcia com relacao as
circunferéncias wi e wsy, ou seja,

003 — 0,5% = 003 — 0,Q% ou O0? + 0,Q* = 003 + 0,52

Sejam M e N a intersecoes de 020 e 1 e O10 e l,. Como as circunferéncias w e wo se
intersectam em P e ), entao PQ L OO,. Entéao,

00% — 0Qy = (OM? + MO?) — (OM? + MQ?)
= (02 M? + MO?) — (0o M? + MQ?) = 0,07 — 0:Q° &
0,07 + 0Q* = 007 + 0,Q*.

Temos que, 020? + 05? = 003 + 015%. Como OS = 0Q, entdo O0? + 0:Q? =
003 + 0,52
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Problema 3. Seja ABCD um quadrilatero inscritivel e E a interse¢do das diagonais AC e
BD. Se F' é um ponto qualquer e as circunferéncias I'y e I'y circunscritas a FAC e a FBD
se intersectam novamente em G, mostre que E, F, G sdo colineares.

Solucao.

F

ﬁ'&

Iy
I

O eixo radical de I'; e I'y é a reta F'G. Entao F € FG & Pot{% = Pot{%. Mas ABCD
inscritivel implica que Po‘c{?1 =—-AF -FEC=—-BE-ED = Pot{%, e portanto F, F' e G sao
colineares.

Exercicios propostos

1. (IMO) Seja H o ortocentro de um triangulo acutangulo ABC. A circunferéncia de
centro no ponto médio de BC' e que passa por H corta BC nos pontos A1 e As.
Analogamente, definem - se os pontos By e By sobre C A e os pontos C; e Cs sobre
AB. Mostre que os seis pontos Ai, As, Bi, By, C1 e Cy estdo sobre uma mesma
circunferéncia.

2. As bissetrizes internas dos angulos CAB, ABC e BC A de um tridngulo ABC con-
correm em [ e cortam o circulo circunscrito de ABC em L, M e N, respectivamente.
A circunferéncia de diametro IL corta o lado BC em D e E, a circunferéncia de
didmetro IM corta o lado CA em F' e G, circunferéncia de didmetro I N corta o lado
ABem H e J. Mostre que D, E, F, G, H e J estao sobre uma mesma circunferéncia.
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3. (IMO) Um circulo de centro O passa pelos vértices A e C' de um triangulo ABC' e
intersecta os segmentos AB e BC novamente em pontos distintos K e N, respecti-
vamente. Os circulos circunscritos aos triangulos ABC e K BN se intersectam em
exatamente 2 pontos distintos B e M. Prove que ZOM B = 90°.

4. (China) Seja ABCD um quadrildtero inscritivel inscrito em I'. Seja P a intersecao
de AB e DC e seja (Q a intersecdo AD e BC. Sejam QF e QF tangentes a I' em F
e F', respectivamente. Prove que P, E e F' sao colineares.

5. (Balcanica) Uma reta passando pelo incentro I do tridngulo ABC intersecta a circun-
feréncia circunscrita I'1 (O, R) de ABC nos pontos F' e G e a circunferéncia inscrita
['s(I,7) nos pontos D e E, com D entre I e F. Prove que DF - EG > r?. Quando
ocorre a igualdade?
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