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Revisao 1

Problema 1. Em um triangulo ABC, ZBAC = 100° e AB = AC'. Seja BD a bissetriz de
/ABC, com D sobre o lado AC. Prove que AD + BD = BC.

Solucgao.

E facil ver que ZABD = /DBC = 20°. Seja E um ponto sobre BC tal que BD = BE.
Basta provar que EC = AD. Veja que /BDE = /BED = 80°. Como /BED = 80° e
/ZBCD = 40°, entao LZEDC = 40°, ou seja, ED = EC. Por outro lado, ABED é um
quadrilatero inscritivel pois ZBAD + Z/BED = 180°, assim /ZFEAD = ZEBD = 20° e
JAED = Z/ABD = 20°. Portanto, AD = ED = EC e, dessa forma, BC'= AD + BD.

A

Problema 2. (Inglaterra) No tridngulo acutangulo ABC, C'F é altura, com F em AB e
BM é mediana, com M em CA. Se BM = CF e ZMBC = ZFCA, prove que o triangulo
ABC' é equilatero.

Solucao.
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Temos que FM = AM = MC e, com isso, ZMFC = ZFCM, ou seja, o quadrildtero
FBCM ¢ inscritivel. Dessa forma, /ZFCM = /FBM e /BMC = /ZBFC = 90°. E
facil ver que ABMC = ABM A, pelo caso A.L.A, entdo AB = BC. Veja também que
ABMC = ABFC, pelo caso cateto - hipotenusa, entao /BCM = /CBF e, portanto,
AC = AB. Finalmente, AB = AC = BC.

Problema 3. Seja M um ponto no interior de um quadrilatero convexo ABCD tal que
ABMD é um paralelogramo. Prove que se ZCBM = ZCDM, entao LACD = Z/BCM.

Solucao.
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Seja N um ponto tal que BN || MC e NC || BM. Entao NA || CD, ZNCB =
/CBM = /CDM = ZNAB, ou seja, os pontos A, B, N e C sdo conciclicos. Entao,
LACD = ZNBC = £ZBCM.

Problema 4. (Seletiva do Brasil para a Cone Sul) Prove que as distancias entre um ponto
sobre uma circunferéncia e os quatro vértices de um quadrado nesta inscrita ndo podem
ser todas nimeros racionais.

Solucao.
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Como ABCD é um quadrado entao AB = BC = CD = DA = a. Pelo toerema de
Pitdgoras no triangulo ABC temos que AC? = AB?> 4+ BC? & AC? =’ +d*=2-d*> &
AC = /2 - a. Aplicando o teorema de Ptolomeu no quadrilatero ABCP, temos

AC-BP=AP-BC+CP-AB&V2-a-BP=AP -a+CP -a&

AP +CP
2=
V2 BP

Se todas as medidas fossem niimeros racionais estariamos afirmando, de maneira falsa, que

BP
V2 € Q. Se P coincidir com um dos vértices, ou seja, P = D, entéo P = V2. Assim, as

medidas nao podem ser todas racionais.

Problema 5. (Ira) Seja ABC um triangulo com BC > CA > AB. Seja D um ponto
sobre o lado BC e seja F o ponto no prolongamento de BA, com A entre F e B, tal que
BD = BE = CA. Seja P o ponto sobre AC' tal que E, B, D e P sao conciclicos e seja )
o segundo ponto de intersecao de BP com o circulo circunscrito ao triangulo ABC'. Prove
que AQ +CQ = BP.

Solucgao.
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Veja que AAQC ~ AEPD, pois ZCAQ = ZCBQ = LDEP e ZAQC = 180° — LABD =
/ZEPD. Por outro lado, pelo teorema de Ptolomeu, temos

BP.-DE=BE -DP+ BD - EP.

Entao,

B DP EP cQ AQ
BP =BE- 55 +BD- 5= =CA- 51 +CA- = = AQ + CQ.

Problemas propostos

1. (Cone Sul) Seja ABC'D um quadrilatero convexo tal que suas diagonais AC' e BD
sdo perpendiculares. Seja P a interseccdo de AC e BD e seja M o ponto médio de
AB. Mostre que o quadrildatero ABC'D é inscritivel se, e somente se, as retas PM e
CD sao perpendiculares.

2. Prove que as bissetrizes internas dos quatro angulos de um quadrildtero convexo de-
terminam um quadrilatero inscritivel.

3. (OBM) As diagonais de um quadrilatero inscritivel ABCD se intersectam em O. Os
circulos circunscritos aos tridngulos AOB e COD intersectam as retas BC e AD,
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pela segunda vez, nos pontos M, N, O e (). Prove que o quadrilatero M N P() esta
inscrito em um circulo de centro O.

. Um quadrilatero convexo estd inscrito em um circulo de centro O. As diagonais AC

e BD intersectam - se em P. Os circulos circunscritos aos tridngulos ABP e CDP
intersectam - se novamente em Q). Se O, P e () s@o trés pontos distintos, prove que
OQ é perpendicular a PQ.

(Ibero) Num triangulo escaleno ABC traca-se a bissetriz interna BD, com D sobre
AC. Sejam E e F', respectivamente, os pés das perpendiculares tracadas desde A e
C até a reta BD, e seja M o ponto sobre o lado BC tal que DM ¢é perpendicular a
BC. Prove que ZEMD = ZDMF.

. Seja M o ponto de intersecao das diagonais de um quadrildtero inscritivel ABCD,

em que ZAMB é agudo. O triangulo isésceles BC'K é construido exteriormente ao
quadrilatero, com base a base sendo BC, tal que ZKBC + ZAM B = 90°. Prove que
KM é perpendicular a AD.

. Seja ABC' D um quadrilatero convexo tal que

AC-BD =AB-CD+ AD - BC.

Prove que ABC'D é inscritivel.

. Seja ABCD um quadrado. Determine o lugar geométrico dos pontos P, no mesmo

plano do quadrado ABCD, tais que
1

méx {PA, PC} = 7

(PB + PD).

. Uma circunferéncia passa pelo vértice A de um paralelogramo ABCD intersectando

os lados AB e AD nos pontos P e R, respectivamente. Além disso intersecta a dia-
gonal AC no ponto Q. Prove que AQ - AC = AP-AB + AR - AD.

Um ponto P é escolhido o interior do paralelogramo ABCD de tal forma que ZAPB+
/CPD = 180°. Prove que AB-AD = BP-DP+ AP -CP.



