Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 3 Aula {15
Prof. Cicero Thiago

Quadruplas harmonicas e circunferéncia de Apolonio

Teorema 1. (Bissetriz interna) A bissetriz interna AL do angulo ZA de um tridngulo

AB
ABC divide internamente o lado oposto BC' na razao A’ ou seja,
BL _AD
LC CA

em que L é o ponto de interseccao da bissetriz interna com o lado BC.

Demonstracao.

hS

N

B L C

Seja R a interseccao da paralela a bissetriz AL tracada pelo ponto C. E facil ver que
/BAL = /CAL = ZACR = ZARC, com isso, AR = AC. Pelo teorema de Tales temos
que

AB  BL

AR LC’
Como AR = AC, entao

AB  BL

AC T LC
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Teorema 2. (Bissetriz externa) A bissetriz externa AL do angulo ZA de um tridngulo

AB
ABC divide externamente o lado oposto BC' na razao A’ ou seja,
BL _AD
LC CA

em que L é o ponto de interseccao da bissetriz externa com o lado BC.

Demonstracao.

Seja R a interseccao da paralela a bissetriz AL tracada pelo ponto C. E fdcil ver que
/EAL = /CAL = ZACR = ZARC, com isso, AR = AC. Pelo teorema de Tales temos
que

AB  BL

AR~ LC”
Como AR = AC, entao

AB  BL

AC T LCT

Definicao 1. Sejam A,C,B,D quatro pontos alinhados nessa ordem. Dizemos que
A,C,B,D formam uma divisao harmoénica ou uma quadrupla harmoénica se, e somente
se,

AC  AD

CB DB’
Teorema 3. Seja ABC um triangulo e sejam X, Y e Z pontos sobre os lados BC, CA e
AB, respecivamente. Seja W a interseccao da reta Y Z com o prolongamento do lado BC.

Entao B, X, C' e W formam uma quadrupla harmoénica se, e somente se, AX, BY e CZ
sdo concorrentes.

Demonstracao.
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B X C w

= Suponha que AX, BY e CZ estejam alinhados. Pelo teorema de Ceva temos que

BX CY AZ_
XC YA ZB

Além disso, pelo teorema de Menelaus temos que

wo Bz AY
WB ZA YB
_ BX BW [ o
entao XC - wo e, portanto, B, X, C' e W formam uma quddrupla harmonica.
[ N . BX
< Suponha que B, X, C' e W formam uma quddrupla harmoénica, ou seja, XC =

Pelo teorema de Menelaus temos que

WO BZ AY
WB ZA YB

Portanto,
XC BZ AY

BX ZA YB
AX, BY e CZ sao concorrentes.

e

BW

wcC

Teorema 4. (Circunferéncia de Apolonio) Sejam A e B dois pontos fixos e k # 1 é uma

constante real. O lugar geométrico dos pontos P que satisfazem B = k é uma circun-

feréncia conhecida como circunferéncia de Apolonio.

Demonstracdo. Primeiro observe que sobre a reta AB existem exatamente dois pontos
do lugar geométrico. Por A e B trace segmentos paralelos MN e BQ com B@Q = 1 e
MA = AN = k. Sejam R e S as interseccoes de QN e QM com AB, respectivamente.
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N
AR AN k
Como os triangulos ANR e BQR sao semelhantes entao "B~ % =7= k. Além
. L . _ A AM k
disso, também sdo semelhantes os triangulos ASM e BS(Q entao S5 = B—Q =71=
Portanto, R e S pertencem ao lugar geométrico. Suponha que P é um ponto do lugar
AP AR
geométrico, entao 5 = k= =B’ portanto PR ¢é a bissetriz interna do angulo ZAPB e
AP
como — = k = — entao PS é a bissetriz externa do mesmo angulo, isto garante que P

PB SB
estd sobre a circunferéncia de diametro RS (Porque o angulo ZRPS = 90°7).

Reciprocamente, considere um ponto P sobre a circunferéncia de didmetro RS. Demons-
traremos que P é um ponto do lugar geométrico. Pelo ponto B trace paralelas BE e BF
as retas PR e PS de tal forma que intersectem AP em E e F, respectivamente. Como os

tridngulos ARP e ABE sao semelhantes com lados paralelos, pelo teorema de Tales temos
AP AR

que 5= = "B = k. Pelo mesmo motivo os tridngulos semelhantes ABF e ASP garantem
AP AS
que 5 = S5 = k. Assim, PE = PF, ou seja, P é o ponto médio do segmento EF e
AP AP
como o triangulo K BF é retangulo temos que PB = PE = PF'. Portanto, PE-PpE -
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com isso podemos afirmar que P pertence ao lugar geométrico.

Teorema 5. Seja A, C, B e D uma quadrupla harmoénica. Seja O um ponto que nao
pertence a reta AB. Se uma paralela pelo ponto B a OA intersecta OC e OD em pontos
P e @ entao PB = PQ.

Demonstracao.

Temos que os triangulos OAC e PCB sao semelhantes entao
40 _ ac
PB  CB’

Além disso, os triangulos OAD e BQD sao semelhantes entdo

40 _ AD
BQ BD’
A AD
Como A, C, B e D é uma quadrupla harmonica entao C’—g =55 Portanto, é facil con-

cluir que, PB = BQ.

Teorema 6. Sejam A, C, B e D quatros pontos colineares e seja O um ponto que nao per-
tence a reta AB. Se a paralela & O A passando por B intersecta OC e OD em pontos P e @,
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respectivamente, tais que PB = B(Q entao A, C', B e D formam uma quadrupla harmoénica.

Demonstracao.

Temos que os triangulos OAC e PC B sao semelhantes entao
AO  AC
PB  CB’

Além disso, os triangulos OAD e BQD sao semelhantes entao

40 _ AD
BQ BD’
A AD
Como PB = B(Q), entao C’—g = D5 Portanto, é facil concluir que, A, C, B e D é uma

quadrupla harmonica.

Teorema 7. Seja A, C', B e D uma quadrupla harmonica e um ponto O que nao pertence
areta AB. Sejam M, R, N e S as interseccoes de OA, OC, OB e OD, respectivamente,
com uma reta arbitraria. Entao, M, R, N e S formam uma quadrupla harmoénica.

Demonstracdao. Pelos pontos B e N trace paralelas & OA que intersectam OC e OD,
respectivamente, nos pontos P, Q e L, T. E facil ver que

PB OB BQ
LN ON NT'
Como A, C, B e D formam uma quadrupla harménica entdo, pelo teorema 5, que PB =

BQ. Com isso, LN = NT e, portanto, M, R, N e S formam uma quddrupla harmonica
pelo teorema 6.
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Problema 1. Seja ABC'D um quadrilatero inscrito em uma circunferéncia tal que AB = AD
e AC é um didmetro. Seja P um ponto sobre o arco BC' que nao contém A e D. Se PA
e PD intersectam o lado BC nos pontos F e F, respectivamente, e BE = 3 e FF = 2,
determine F'C.

Solucdo. Como AB = AD entdo /BPA = ZAPD = a. Como ZAPC = 90° entdo
ZFPC =90° —a = e ZQPC = 90° — a = . Portanto, PE e PC sao bissetrizes
interna e externa do angulo ZBPF, respectivamente e, com isso, B, F/, F' e C' formam um
quadrupla harmonica entao

BE BC 3 FC+5

EF - FC 2~ pc oFC=10
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Problema 2. (Turquia) Seja ABC' um triangulo com AB # AC. As bissetrizes interna e
externa relativas ao vértice A intersectam a reta BC em D e E, respectivamente. Se os pés

das perpendiculares baixadas de um ponto F' do circulo de didmentro DE sobre as retas
BC,CA e AB sao K, L e M, respectivamente, prove que KL = KM.

Solucao. O circulo de didametro DE é um circulo de Apolénio do tridngulo ABC' relativo
ao vértice A entao

FB_AB
FC — AC
Pela lei dos senos temos que
AB  sinZC

AC ~ sinZB’ @)
De (1) e (2) temos que
FB sinzZC
— = &
FC sin4B
FBsin /B = FC'sin ZC. (3)

Como o circulo de didmetro BF' passa pelos pontos K e M, entao

KM = FBsinZB.
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De maneira similar, temos que

KL = FCsinZC.
Portanto, de (3), temos que KL = KM.

B!

Exercicios propostos

1. Em um tridngulo ABC, BD e BFE sao as bissetrizes interna e externa, respectiva-
mente. Se AD =5 e DC = 3, determine a medida do segmento C'E.

2. Seja ABC um triangulo e sejam D o pé da bissetriz relativa ao vértice A, I o incen-
tro e I, o ex - incentro oposto ao vértice A. Prove que A, I, D e I, formam uma
quadrupla harmonica.

3. Em um triangulo nao equildtero, a reta que passa pelo baricentro e pelo incentro é
paralela a um dos lados do tridangulo. Demonstre que os lados do tridngulo estao em
progressao aritmética.

4. (Shortlist IMO) Seja ABC' um triangulo, e sejam D, E, F' os pontos de tangéncia do
circulo inscrito no tridngulo ABC com os lados BC,C A e AB respectivamente. Seja
X um ponto no interior do tridngulo ABC' tal que o circulo inscrito no triangulo
X BC tangencia XB, XC e BC em Z,Y e D, respectivamente. Prove que EFZY é
inscritivel.
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5. (TST Jr Balkan - Roménia) Seja ABC um triangulo retagulo com ZA = 90° e D um
ponto sobre o lado BC'. Sejam E o simétrico de A com relagao a BD e F' o ponto de
interseccao de C'E com a perpendicular a BC por D. Prove que AF, DE e BC' séo
concorrentes.
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