Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 3 Aula 17
Prof. Cicero Thiago

Triangulo Pedal

Seja P um ponto qualquer no plano do triangulo ABC' e sejam L, M e N as projecoes de
P sobre as retas AB, BC' e C'A. O triangulo LM N sera chamado de triangulo Pedal.

Teorema 1. Seja P um ponto qualquer no plano do triangulo ABC e sejam L, M e N as
projecdes de P sobre as retas AB, BC e CA. Entao, LN = APsin ZA, LM = BPsin /B
e MN = CPsinZC.

Demonstracao.

Aplicando a lei dos senos no triangulo ALN temos que

LN
sin ZA

Analogamente, LM = BPsin/ZB e MN = CPsin ZC.

= AP & LN = APsin ZA.
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Teorema 2. Seja ABC um triangulo e C(O, R) sua circunferéncia circunscrita. Seja M
um ponto no plano do triangulo. Sejam Ay, By e C; as projecoes de M sobre os lados do

triangulo. Entao
Area(AlBlCl) . ‘R2 — OM2’

Area(ABC) 4R?

Demonstracao.

Temos que B1Cy = AM sin ZA, A1Cy = BM sin ZB e B1C1 = CM sin ZC'. Segue que
B¢y, AM ACy, BM ABy CM
BC ~ 2R’ AC 2R’ AB 2R’
Sejam X, Y e Z sao as intersegoes de AM, BM e C'M, respectivamente, com C(O, R).
Entao

LA1BCh = LA \BIM + ZMB1Cy = LACM + LM AC,
=/LZYB+/4BYX =/ZZY X.

Analogamente, /B1C1Ay = ZYZX e /B1A1Cy = ZYXZ. Portanto, os triangulos
A1B1Cq e XY Z sao semelhantes e

AiBi _ Rapicy

XY R
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Como os triangulos MAB e MY X sdo semelhantes temos que
XYy MX
AB  MB’
Combinando os resultados obtidos temos

Area(AlBlCl) o R AlBl . BlCl . AlCl
Area(ABC)  Rapc,  AB-BC-AC
MX MA MB
~ MB 2R 2R
MA-MX |R?—-OM?|
T ARz AR
Problema 1. Prove que os lados do tridngulo pedal de qualquer ponto interior de um
triangulo equilétero sao proporcionais as distancias de P aos vértices correspondentes.

Solucgao.

Pelo teorema 1 temos que ZY = PAsin ZA = PAsin60°. Analogamente, X Z = P B sin 60°
XY = PCsin60°. Portant ZY—XZ—XY—'GOO
e = sin60°. Portanto, = = 5 = 5= = sin60°.

Problema 2. (Roménia) Seja P um ponto no interior do triangulo ABC'. Prove que

sin ZA sin /B sin ZC

PA'aszPC—zA): "sin(ZCPA - /B) "sin(ZAPB — ZCY’

Solucgao.
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Temos que ZY = PA-sin/ZA, ZX = PA-sin/ZB e XY = PC -sinZC. Além disso,
LIZXY = /LZXP+/LYXP =/ZBS+/2YCP = LZACS+ £ZYCP = ZPCS. Dessa forma,

LBPC = /ZPCS+ £LPSC = £LZXY + LA LZXY = /BPC — LA.

Aplicando a lei dos senos no triangulo XY Z obtemos imediatamente o resultado desejado.

Problema 3. Considere um tridngulo ABC. Sejam AD e AFE as bissetrizes interna e ex-
terna, respectivamente, do angulo ZA. Seja F' um ponto sobre o circulo circunscrito do
AAED e K, L e M os pés das perpendiculares de F' a BC, AB e AC, respectivamente.
Prove que KL = KM.

Problema 4. Seja ABC um triangulo inscrito em um circulo de raio R e seja P um ponto
no interior do tridngulo. Prove que

PA n PB n PC S 1

BC?  (CA%2 AB? — R
Problema 5. Seja P um ponto no interior do triangulo ABC'. Se pg, pp € p. sao as distancias
de P aos lados do triangulo ABC, prove que

PA+ PB+ PC > 2(p, + py + pe),
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com igualdade acontecendo se, e somente se, o tridngulo ABC é equilédtero e P é o circun-
centro. (Desigualdade de Erdos - Mordell)
Problema 6. Seja P um ponto no interior do tridngulo ABC'. Prove que

aPA+bPB+ cPC > 4 - Area(ABC).

Problema 7. (Balkan) Seja ABC um tridngulo acutangulo. Sejam Ap, By e Cy as projegoes
do baricentro G sobre os lados do tridngulo. Prove que

< Area(AlBlc'l)

2 1
l g < 2.
9~ Area(ABC) ~ 4

Problema 8. (IMO) Seja P um ponto no interior de triangulo ABC'. Prove que pelo menos
um dos angulos ZPAC, Z/PBC e ZPCA é menor ou igual a 30°.
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