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Exemplo 5. (Torneio das Cidades) Existe um bloco de 1000 inteiros
consecutivos contendo apenas um primo?

Para cada bloco de 1000 nimeros consecutivos, contemos sua quan-
tidade de ntimeros primos. Por exemplo, no bloco 1, 2, 3, ..., 1000,
temos 168 nimeros primos (mas sé usaremos o fato de que existem
mais de dois primos nesse bloco). Comparando os blocos consecutivos
k+1,k+2,...,k4+1000e k+2, k43, ..., k+1001, ou o ntimero de
nimeros primos aumenta em uma unidade, ou fica constante ou dimi-
nui em uma unidade. Analisando todos os blocos consecutivos desde
1, 2, ..., 1000 até 1001! + 2, 1001! + 3, ..., 1001! + 1001, o nimero
de nimeros primos deve ser igual a 1 em algum deles. Para ver isso,
usaremos um argumento de continuidade discreta: Comecando com
o ntmero 168 e realizando alteracées de no méximo uma unidade na
quantidade de primos em cada bloco, para chegarmos no nimero 0,
necessariamente deveremos passar pelo niimero 1 em algum momento.

Relembremos um importante resultado da aula passada:

Teorema 6. (Bachet-Bézout) Se d = mdc(a,b), entao existem inteiros
T ey tais que ax + by = d.

Proposicao 7. Sejam a, b e ¢ inteiros positivos com a|bc e mde(a, b) =
1. Entao, alc.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, existem z e y inteiros tais que
ar + by = 1. Assim, acz + bey = ¢. Como alacz e albey, podemos
concluir que alc.

Em particular, se p é um nimero primo e p|ab, entdo pla ou plb.
Podemos usar esse fato para garantir a unicidade em nosso primeiro
teorema, obtendo o importante:

Teorema 8. (Teorema Fundamental da Aritmética) A fatoragao de
qualquer inteiro n > 1, em fatores primos, é tinica a menos da ordem
dos fatores.

Exemplo 9. (Riissia 1995) E possivel colocarmos 1995 niimeros natu-
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1 Numeros Primos, MDC e MMC

Definicao 1. Um inteiro p > 1 é chamado numero primo se nao
possui um divisor d satisfazendo 1 < d < p. Se um inteiro a > 1 nao é
primo, ele é chamado de niimero composto. Um inteiro m é chamado
de composto se |m| nao é primo.

O proximo teorema nos diz que os primos sao as “pecas” fundamentais
dos ntimeros inteiros:

Teorema 2. Todo inteiro n, maior que 1, pode ser expresso como o
produto de nimero primo.

Demonstracao. Se o inteiro n é um primo, entao ele mesmo é o produto
de um tnico fator primo. Se o inteiro n nao é primo, existe uma
decomposicao do tipo: n = nng com 1 < ny < nel < nyg < n.
Repetindo o argumento para n; e my, podemos escrever n como o
produto de primos ou podemos obter parcelas menores escrevendo n
como um produto de naturais. Como nao existe uma sucessao infinita
de naturais cada vez menores, apés um numero finito de operacoes
desse tipo, poderemos escrever n. como um produto de niimeros primos.

Quantos nimeros primos existem?
Teorema 3. (Euclides) Existem infinitos niimeros primos.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que exita apenas uma quan-
tidade finita de primos: pq, ps, ..., p,. Considere o nimero X =
p1p2...pn + 1. Pelo teorema anterior, esse nimero deve ser o pro-
duto de alguns elementos do conjunto de todos os niimeros primos.
Entretanto, nenhum dos primos p; divide X.

Exemplo 4. Existe um bloco de 1000 inteiros consecutivos nao con-
tendo nenhum primo?

Sim. Um exemplo é o conjunto 1001! 42, 1001+ 3, ..., 1001! + 1001.
Veja i|1001! + i para todo i = 2, 3, ..., 1001.
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temos o produto de pelo menos n inteiros primos entre si e consequen-
i
(a®* +1)

7

temente seus fatores primos sao distintos. Para cada termo

temos um fator primo p;,; diferente de 2. Dai, a®" — 1 possui pelo
menos n + 1 fatores primos distintos, a saber, {2, p1,pa,...,pn}

Exemplo 19. (Rioplatense 1999) Sejam pi, pa, ..., py primos dis-
tintos. Considere todos os inteiros positivos que utilizam apenas esses
primos (nao necessariamente todos) em sua fatoragao em niimeros pri-
mos, formando assim uma seqiiéncia infinita

A <y < oo <y < v
Demonstre que, para cada natural ¢, existe um natural n tal que
Gpy1 — Qp > C.

Suponha, por absurdo, que exista ¢ > 0 tal que a,11 —a, <¢, Vn € N.
Isso significa que as diferencas entre os termos consecutivos de (a,,),>1
pertencem ao conjunto {1,2,...,c}, logo sdo finitas. Sejam dy, d,
..., d, essas diferencas. Seja a; o maior expoente de p; que aparece
na fatoracao de todos os d;.

. < , 1 1 1 F
Considere entdo o nimero M = p{H'pg2th ... pi*l F claro que

M pertence a seqiiéncia, ou seja, M = a,, para algum n. Vejamos
quem sera a,,;. Por hipdtese, existe i tal que a,,1 — a, = d;. Como
ap41 > a,, existe um primo p; que divide a,;; com expoente maior
ou igual a a; + 1. Caso contrério,

a1+1_as+1 ap+1 __
ap < Qpy1 < Py Do Dy = Qp,

, a;+1 a;i+1
absurdo. Daf, p;’" |a, = p;’" |d;, novamente um absurdo, pela ma-
ximalidade de «;.

Logo, o conjunto de todas as diferencas nao pode ser finito e, portanto,
dado qualquer ¢ > 0, existe um natural n tal que a,+1 —a, > c.

rais ao redor de um circulo de modo que para quaisquer dois numeros
vizinhos a razao entre o malor e 0 menor seja um numero primo?

Nao, é impossivel. Suponha, por absurdo, que isso seja possivel e

denotemos por ag, ay, ..., aig995 = ag tais inteiros. Entao, para k = 1,

-1, . . .
..., 1995, —— é primo ou o inverso de um primo. Suponha que a
a

k
primeira situacao ocorra m vezes e a segunda ocorra 1995 — m vezes

entre esses quocientes. Como o produto de todos os nimeros da forma
ag—1

,parak =1,...,1995 éigual a 1, podemos concluir que o produto
ag
de m primos deve ser igual ao produto de 1995—m primos. Em virtude

da fatoracao tnica, m = 1995 — m. Um absurdo pois 1995 é impar.

Proposicao 10. Se as fatora¢oes em primos de n e m sao:

n= py'py’ -ty

m — p?pgz . pgk
Entao, mde(m,n) = p)'py® ...pJ* e mme(m,n) = pi'p¥ ...pZ‘“, onde
v; € o menor dentre {«;, 3;} e ; é o maior dentre {«;, f;}.

Proposicao 11. Se a e bsao inteiros positivos, mostre que mmec(a, b)ymdc(a,

ab.

Demonstracao. Basta usar a proposicao anterior e observar que:

maz{z,y} + min{z,y} =z +y.

Exemplo 12. (Torneio das Cidades 1998) E possivel que mme(a, b) =
mmc(a + ¢,b + ¢) para algum conjunto {a,b,c} de inteiros positivos?

Nao. Suponha que a 4+ ¢ e b + ¢ possuem algum divisor primo p.
Como plmme(a + ¢,b + ¢), caso existam tais inteiros, devemos ter
que p|mmc(a,b). Assim, usando que pelo menos um dentre a e b
¢ divisivel por p podemos concluir que ¢ também é divisivel por p.
Entao, podemos cancelar o fator p:
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- - —

pp

p P

(a b) mmc(a,b)  mme(a+ c¢,b+ c) (a+c b+c)
mme = = mme :

p p

Efetuando alguns cancelamentos, podemos supor entao que a + c e
b+ ¢ nao possuem fatores primos em comum. Obtivemos um absurdo
pois:

mme(a + ¢,b+c¢) = (a+¢)(b+¢) > ab > mme(a,b).

Exemplo 13. (OCM 2005) Determinar os inteiros n > 2 que sao
divisiveis por todos os primos menores que n.

Como mdec(n,n — 1) = 1, se n — 1 possui algum fator primo, ele nao
dividird n. Assim, n—1 < 2. Consequentemente nao existe tal inteiro.

Exemplo 14. Mostre que n* +n? + 1 é composto paran > 1.
Vejaquen* +n’+1=n*+2n2+1-n?=(n>+1)? —n? = (n® +
n+1)(n*>—n+1). Paran>1,n*—n+1=n(n—1)+1> 1 e assim
n* 4+ n? + 1 é o produto de dois inteiros maiores que 1.

Exemplo 15. Mostre que n* 4+ 4" é composto para todo n > 1.

Se n é par, certamente o nimero em questao é divisivel por 4. Para o
caso em que n é impar, iremos usar a fatoracao:

a' +4b* = a* + 4a®b? + 4" — 4a?b? = (a® + 2b%) — 4b%?
= (a® — 2ab + 2b*)(a* + 2ab + 2b*).

Para n da forma 4k + 1, faca a = n e b = 4*. Para n da forma 4k + 3,
faca a = n e b = 22k+1,

Exemplo 16. Se 2"+ 1 é um primo impar para algum inteiro positivo
n, prove que n é uma poténcia de 2.

J& vimos que " — 1= (a—1)(a" ' +a" ?+ ...+ 1). Se n é impar,

(maf 1= (ma=1((=a)™ + (-a)* 4. +1) =
a"+1= (a+1)(a"t—a"?4+...—a+1)

Sendo assim, se n possuisse algum divisor primo impar p com n = pb,

poderfamos escrever: 2" +1 = (a+1)(a" ' —a" *+...—a+1), onde
a=2 Comoa"'—a"24...—a+1>1, onimero 2"+ 1 nao seria
primo.

Exemplo 17. Dados que p, p + 10 e p + 14 sao niimeros primos,
encontre p.

Vamos analisar os possiveis restos na divisao por 3 de p. Se p deixa
resto 1, entao p + 14 é um multiplo de 3 maior que 3 e consequente-
mente nao poderd ser um numero primo. Se o resto é 2, entao p + 10
¢ um multiplo de 3 maior que 3 e também nao poderd ser um niimero
primo. Assim, o resto de p por 3 é 0 e consequentemente p = 3.

Exemplo 18. ( Austrja—Polénia) Dados naturais n e a > 3 impar,
mostre que a*" — 1 tem pelo menos n + 1 divisores primos distintos.

Usando a fatoracao da diferenca de quadrados, temos que:

Qk—l 2k—2

@ — 1=+ D+ D). (a+1)(a—1).

. m k . .
Assim, a*” + 1|a® — 1 se k > m. Como a é impar, podemos concluir
que:

mde(a® +1,a>" +1) = mde(a® —1+42,a" +1) = mde(2,a*" +1) = 2.
Sendo assim, na fatoracao:

-1 @ "+ +1) (a+1)(a—1)

2n 2 2 2 2 7
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Um divisor de n? deixa resto 1 por 3 se e somente se possuir uma
quantidade par de primos ¢;, contados com repeti¢ao. Mais especifi-
camente, se e somente se a soma dos expoentes de ¢, ..., g, for par.
Assim, a quantidade de divisores dessa forma é igual a:

Dy = (201 4 1) (20, + 1)[%(251 )28+ 1) (28m + 1) + 1}

Enquanto para se obter um divisor que deixe resto 2 por 3, precisamos
de uma quantidade impar de fatores primos da forma 3k + 2. Assim,
a quantidade de divisores dessa forma é:

Dy i= (2014+1)(2054+1) -+ (2an+1) (%(251+1)(252+1) .. (25m+1)).

Dai, segue facilmente que Dy > D,.
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1.1 Problemas Propostos

Problema 20. Dado que p, 2p + 1 e 4p* + 1 sao miimeros primos,
encontre p.

Problema 21. Dado o par de primos p e 8p* + 1, encontre p.

Problema 22. Dado o par de primos p e p* + 2, prove que p> + 2
também é um numero primo.

Problema 23. Dado que p, 4p* + 1 e 6p* + 1 sao niimeros primos,
encontre p.

Problema 24. Os nimeros de Fermat sdo os nimeros da forma
n . . . .

22" 4 1. Prove que o conjunto dos divisores primos dos termos da

seqiiéncia de Fermat é infinito.

Problema 25. Mostre que todo inteiro n pode ser escrito de maneira
unica na forma n = ab, onde a é um inteiro livre de quadrado e b é
um quadrado perfeito. Um inteiro é dito livre de quadrado se nao é
divisivel por nenhum quadrado perfeito maior que 1.

Problema 26. Prove que todo primo maior que 3 é da forma 6k + 1
ou 6k + 5.

Problema 27. Prove que todo inteiro da forma 3k 4+ 2 tem um fator
primo da mesma forma.

Problema 28. Prove que existem infinitos primos da forma 4k + 3 e

6k + 5.
Problema 29. Prove que se n é composto, entao possui um fator
primo p < /n.

Problema 30. (OBM 1998) Sao dados 15 niimeros naturais maiores
que 1 e menores que 1998 tais que dois quaisquer sao primos entre si.
Mostre que pelo menos um desses 15 niimeros é primo.

Problema 31. Mostre que n|(n — 1)! para todo niimero composto n.
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Problema 32. Suponha que n > 1. Mostre que a soma dos inteiros
positivos nao excedendo n divide o produto dos inteiros positivos nao
excedendo n se, e somente se, n é composto.

Exemplo 33. (Russia 1995) Encontre todos os primos p para os quais
p? +11 tenha exatamente seis divisores distintos, incluindo 1 e p® +11.

Problema 34. (Irlanda 2002 ) Encontre todas as solugées inteiras
positivas de p(p + 3) + q(q + 3) = n(n + 3), onde p, q sdo primos.

Exemplo 35. Prove que qualquer quadrado perfeito positivo tem
mais divisores que deixam resto 1 na divisao por 3 do que divisores
que deixam resto 2 na divisao por 3.

1.2 Dicas e Solucgoes

19. Analisemos o resto de p na divisdo por 3. Se p deixar resto 1,
o numero 2p + 1 serd divisivel por 3. Se p deixar resto 2, o nimero
4p 4 1 serd divisivel por 3. Em ambos os casos, 2p+1,4p+1 >3 e
obtemos assim um absurdo.

20. Analisemos o resto de p na divisao por 3. Se p deixa resto 1 ou 2,
p? deixa resto 1 e consequentemente 8p? + 1 deixa resto 0 por 3 mas
certamente é maior que 3. Um absurdo, logo p = 3.

21. Analisemos o resto na divisao por 3. Se p nao é multiplo de 3,
p? + 2 é divisivel por 3 e maior que 3. Um absurdo, logo p = 3 e
P> +2=29.

22. Analise os restos na divisao por 5.

23. Tremos usar a fatoracao do exemplo 17:

2n—2

2 1 =2+ DY T+ . 2+ )2 -1).

Assim, se k > m,

1.2 Dicas e Solucoes 9

mde(22 +1,22" 1) = mde(2® —1+42,2°" +1) = mde(2,22" +1) = 1,

produzindo que quaisquer dois niimeros de Fermat distintos sao primos
entre si e isso necessariamente implica que o conjunto de seus divisores
primos ¢ infinito.

24. Analise os restos na divisdo por 2 e 3.

27. Tente imitar a prova de Euclides para a existéncia de infinitos
primos.

29. Se n é composto, podemos escrever n = ab com 1 < a < b <<.
Assim, a®> < n e a < \/n. Para terminar, basta considerar qualquer
divisor primo de a.

30. Dado 1 < n < 1998, se ele nao for primo, usando o exercicio
anterior, ele tem que ter um fator primo menor que 1998, ou seja, um
fator primo menor que 45. Como sé existem 14 primos menores que
45, e sdo 15 numeros, um deles sera primo.

31. Escreva n = ab e analise as apari¢oes de a e b no produto (n —
1)-(n—2)...2-1.

33. Se p # 3, 3|]p*> + 11. Analogamente, se p # 2, 4|p> + 11. Assim,
exceto nesses dois casos, 12\]92 + 11 e podemos encontrar mais que 6
divisores distintos: {1,2,3,4,6,12,p?+11}. Agora, testep=2ep =3
para verificar que p = 3 € a unica solucao.

34. Seja
n = 37 .p?l. .ﬂpg” .q?l.. .qgr

a decomposicdo de n em fatores primos, onde cada p; deixa resto 1
por 3 e cada ¢; deixa resto 2 por 3. Entao

2 2 2 20 2 2Bm
n — 3 Y -plal. .ﬂpna .qlﬂl. ..qnf



