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Prof. Samuel Feitosa

O Teorema de Euler

Nesta aula, obteremos uma generalizacao do teorema de Fermat.

Definicao 1. Dado n € N, denotaremos o numero de naturais menores ou iguais a n €
relativamente primos com n por ¢(n).

Segue imediatamente da definigdo de ¢(n) que ¢(1) = 1,¢(2) = 1,¢(3) = 2,¢(5) = 4 e
¢(6) = 2. Se p é primo, ¢(p) =p — 1.

Lema 2. Se p é um nidmero primo e k um nidmero natural, entdo:

¢(p") =" (p - 1).
Os tinicos niimeros do conjunto {1,2,...,p*} que nio sio relativamente primos com p* sao
aqueles que sdo divisiveis por p. A quantidade de tais nimeros é % = pF~1. Sendo assim,
G(pF) = p — pb=1 = pF=1(p — 1).
Nosso préximo objetivo serd encontrar uma férmula para calcular explicitamente ¢(m) em

funcéo da fatoracdo em primos de m. Precisaremos relembrar um exemplo estudado na
aula 6:

Lema 3. Sejam m um nidmero natural, [ um numero natural relativamente primo com m
e r um inteiro arbitrdrio. Entdo, o conjunto:

rl4+r2l+r. ., (m—1)+r;
€ um sistema completo de restos mddulo m.

Suponha, por absurdo, que existem dois inteiros 7 e j com 0 < 7 < j < m e para 0s quais
tenhamos r + il = r + jl (mod m). Assim, (j —)l =0 (mod m). Como [ é relativamente
primo com m, devemos ter j —i =0 (mod m). Obtemos um absurdo pois 0 < j —1i < m.
Consequentemente, temos um conjunto de m inteiros todos incongruentes moédulo m e,
portanto, tal conjunto é um sistema completo de restos.
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Teorema 4. Sel e m sdo numeros naturais primos entre si, entao:

p(mil) = ¢(m)o(l).

Demonstragao. Como ¢(1) = 1, o teorema anterior é valido quando m = 1 ou n = 1.
Suponha entdo que m,l > 1. Facamos uma contagem dupla. Primeiramente, usando a
definicdo, ¢(mn) é o numero de inteiros da tabela abaixo que s@o relativamente primos

com ml.
1, 2, R vy
1+1, 142, R oo, 21
21 41, 2l 4 2, vy 2047, ceey 3l
(m—-—11+1, (m-1DI+2, ..., (m—-Dl+r, ..., mi,

Seja r < m um numero natural qualquer. Considerando a r-ésima coluna da tabela, se
mdc(r,l) > 1, nenhum de seus elementos é relativamente primo com [. Entao, se buscamos
os elementos que ndo possuem nenhum fator em comum com ml, devemos nos ater as
colunas com mdc(r,l) = 1. O ntmero de tais colunas é ¢(l). Considerando agora a r-ésima
coluna e supondo que mdc(r,l) = 1, em virtude do lema anterior, sabemos que os restos de
seus elementos na divisao por m formam exatamente o conjunto {0,1,...,m} e dentre eles
existem exatamente ¢(m) nimeros relativamente primos com m. Sendo assim, podemos
contar os nimeros relativamente primos com ml atraves do ntimero de colunas ”"boas”e do
numero de "bons”elementos em cada uma delas, obtendo: ¢(m)¢(l).

Corolario 5. Se n = p{'p3?...pp* € a fatoragdo em primos de n, entdo:

Mm=nQ—;)<“—;>“<”‘;>

De fato, pelo teorema anterior,

o(n) = oPI'Py* ... pp")
= o(p")o(py?) - .- d(pp*)
= "= VP 2 — 1) (e — 1)
= pp e = D2 — 1) (ke — 1)

1 1 1
= nll-— 1——)...(1—-——
b1 b2 Pk
Exemplo 6. Mostre que qualquer n > 7 pode ser escrito na forma a+b, com a e b naturais

primos entre si, ambos maiores que 1.

Podemos escrever b = n — a e nosso objetivo é encontrar ¢ com 1 < a < n — 1 tal que
mdc(a,n — a) = 1. Para isso, basta que mdc(a,n) = 1. Pelo corolario anterior,

d(n) =p 'ps L (o = D2 — 1) (pr — 1)
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Se a expressao anterior é igual a 2, necessariamente devemos ter ; = 1 e p; = 2 ou 3 para
todo i. Sendo assim, n < 6. Logo, ¢(n) > 2 e existe pelo menos outro nimero natural
diferente de 1 e n — 1 que é relativamente primo com n.

Exemplo 7. Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais que

Basta tomar n = 2 - 3™, onde m é um inteiro positivo. Entao:
n
¢(n) = ¢(2-3™) = ¢(2)p(3™) =2-3""! = 3
Exemplo 8. Se n é um inteiro positivo composto, entdo

6(n) < n— i

Se n = pl'ps?...pp*, usando que n é composto, podemos garantir que existe um fator
primo p; tal que p; < \/n. Assim,

o) = (1= D) (- 1) (- )
<o(i-3)

()
— n—vn

Teorema 9. (Teorema de Euler) Se mdc(a,m) =1, entao

IN

a®™ =1 (mod m)

Demonstracao. A prova deste teorema serd muito similar & prova do teorema de Fermat.
Sejam 71,72, ..., Tg(m) 0s restos em {0,1,2,...,m — 1} que sdo relativamente primos com
m. Considere o conjunto {ary,ars,. .. ,ar¢(m)}. Se dois de seus membros deixam o mesmo
resto por m, digamos:

ar; = ar; (mod m);

temos 7; = r; (mod m) pois mdc(a, m) = 1. Claramente isso é uma contradicdo. Além
disso, mdc(ar;, m) = mdc(m,r;) = 1. Analisando os restos na divisdo por m dos membros
desse novo conjunto, podemos concluir que tal conjunto coincide com o conjunto dos restos
iniciais. Assim,

T1-T2 ... " Te(m) = ary - arz - ... aryim)
= a®™ppy. Té(m)
Como mdc(ry -T2+ ...+ Ty(m),m) = 1, podemos cancelar esse termo em ambos os membros

da congruéncia anterior obtendo assim o teorema de Euler.
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Exemplo 10. Encontre os ltimos trés digitos de 7999

Como ¢(1000) = 400, usando o Teorema de Euler, obtemos:
710000 (7400y25

= 1 (mod 1000)
Note que 7-143 = 1001 =1 (mod 1000). Assim,

79999 _ 79999 .7.143
710000 . 143
143 (mod 1000)

Logo, 79999 termina em 143.
Exemplo 11. (Putnam 1972) Prove que ndo existe um inteiro n > 1 tal que n|2™ — 1.

Se existem tais inteiros positivos, denotemos por m o menor deles. Claramente m é impar,
pelo teorema de Euler, podemos garantir que:

m | 290 — 1.

Seja d = mdc(m, ¢(m)). Pelo problema 27 da aula 3, temos 2¢—1 = mde(2™ —1,2¢(™) — 1),
Como m | mde(2™ — 1,290 — 1), d > 1. Além disso, d < ¢(m) < m e d | 2% — 1. Isso é
um absurdo pois m é o menor inteiro maior que 1 com tal propriedade.

Exemplo 12. (Olimpiada de Matemdtica Argentina) Demostre que para cada nimero na-
tural n, existe uma poténcia de 2 cuja expansdo decimal tem entre seus ultimos n digitos

2n
(da direita) mais de 5 digitos que sdo iquais a 0.

Se 2F tiver um resto muito pequeno médulo 107, poderemos garantir que existirdo muitos ze-
ros consecutivos entre seus tltimos digitos. Para obtermos a equagio 2¥ =7 (mod 10") com
7 pequeno, é interessante comecarmos analisando 2F (mod 5™) uma vez que mde(2,5") = 1.
Fagamos isso. Pelo teorema de Euler, temos:

2¢") = 1 (mod 5") =
20(tn = 9n  (mod 10™).

n

Como 2" = 8"/3 < 103, podemos concluir que 2" possui menos que 3 digitos e, conse-
n  2n

quentemente, entre os ltimos n digitos de 22(+" existem pelo menos n — 3= 73 digitos

consecutivos iguais a zero.

Exemplo 13. (IMO 1971) Prove que a sequéncia 2" — 3(n > 1) contém uma subsequéncia

de niumeros primos entre si dois a dois.
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Uma boa estratégia é construir uma sequéncia recursivamente. Suponha que ja tenhamos
escolhido os termos ay, ag, . .., ax na sequéncia de modo que mdc(a;,a;) = 1. Como pode-
remos escolher o préximo termo ag11 da forma 2" — 37 Claramente mdc(2,a;) = 1. Desde
que ¢(a;) | n, poderemos usar o teorema de Euler para obter:

2"-3 = 1-3
#Z 0 (mod a;)

Sendo assim, pelo teorema 4, basta escolhermos:

n=¢ar-az-... ap) = ¢lar)p(az) ... olax);
que naturalmente serd um multiplo de cada ¢(a;). Logo, podemos definir

Qg = 200 ) — 3

e assim temos uma sequéncia de termos infita satisfazendo as condi¢oes do enunciado.

Problemas Propostos

Problema 14. Encontre todos os nimeros naturais n para os quais ¢(n) nao é divisivel por
4.

Problema 15. Prove que se p > 2 e 2p+ 1 sGo ambos nimeros primos, entdo para n = 4p
vale que

d(n+2) =o(n) + 2.
Problema 16. Encontre todas as solu¢oes nos nimeros naturais da equagdo ¢p(n) = ¢(2n).
Problema 17. Encontre todas as solugées nos nimeros naturais da equagdo ¢(2n) = ¢(3n).
Problema 18. Se n possui k fatores primos distintos, prove que 2F | ¢(n).

Problema 19. Prove que para qualquer mimero natural k, existe pelo menos um niumero
natural n tal que

p(n+k) = ¢(n).
Dica: Considere o menor divisor primo p que ndo € um divisor de k e estude o niumero
n=(p-1)k.
Problema 20. Mostre que se a e b sao inteiros primos entre si, entdo existem inteiros m e

n tais que a™ 4+ b" =1 (mod ab).

Problema 21. (Alemanha) Se n é um numero natural tal que 4™ + 2™ + 1 € primo, prove
que n € poténcia de 3.



Problema 22. (USAMO 1991) Mostre que para qualquer inteiro fixo n > 1, a sequéncia
2
2,22,22° 92 (mod n);

€ eventualmente constante, isto €, a partir de um certo termo da sequéncia todos os restos
obtidos na divisdo por n serdo iguais.

Dica: Tente considerar os casos em que n € par ou n € impar em separado e use inducdo.
Problema 23. Encontre os tiltimos 8 digitos da expansdo bindria de 2798

Problema 24. Mostre que, para qualquer inteiro positivo n com n # 2 e n # 6 temos:

¢(n) = v/n.
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