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Divisores

Suponha que n = p{'p§?...pp* é a fatoragdo em primos do inteiro n. Todos os divisores

de n sao da forma m = p/f ! p§2 e pgk, onde 0 < 3; < ;. Cada um desses ntimeros, aparece

exatamente uma vez no produto:

T4pr+p34 40+ p2+ P8+ oo+ P52 (14 py + D2+ o+ PR,

quando o mesmo ¢é expandido usando a distributividade. Como existem «; + 1 termos em
cada parénteses, O nimero de termos dessa expansao é:

(a1 + 1)(&2 + 1) ce (ak + 1).

Além disso, sabemos que:

p?i'i‘l _ 1

L+pi+pi+...+pf =
pi—1

Sendo assim, podemos concluir que:

Teorema 1. Se n = p{'ps*...pp* € a fatoragio em primos de n, entdo:

a) O nimero de divisores de n, denotado por d(n), é: (a1 + 1)(az+1)...(an +1).
b) A soma dos divisores de n, denotada por o(n), é:

A4pr+02+ . A0 A+pr+05+ . +082) (LD + P2+ +p)

ou, de forma mais sucinta,

pflll-i-l —1 pg2+1 1 <p%n+1 o 1)
p1—1 p2 —1 Pn— 1
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n
Observacao 2. (Pareamento de divisores) Se d é um divisor de n, entdo 7 também é um

dwisor de n.

n
Portanto, pelo menos um dentre {d, E} é um divisor de n menor ou igual a \/n.

Exemplo 3. Determine o numero de divisores positivos de 2008% que sdo menores que
2008*.

O numero de divisores de 20088 = 224. 2518 ¢ 225. Como n é um quadrado perfeito e em
virtude da observacao anterior, 112 desses divisores sdo menores que v/20088 = 2008* e 112
sao maiores.

Exemplo 4. Encontre a soma dos inversos dos divisores postivos de 496.

Sejam dy,ds, . . .,d, os divisores de 496 e K a soma de seus inversos. Usando a observacao
) . 496 496 496 . .
anterior, o conjunto {d— + e +...+ d—} coincide com o conjunto {d, +dp—1+...+d1}
1 2
e dai: "
1 1 1
— 4 —4+...+— = K=
dy + da et dn
496 496 496
— 4+ —+...+— = 496K =
dy + da et dn
25-1 312-1
. = 496K
2—1 31-1 -
960
— = K.
496
60
Portanto, k = —.
ortanto, 31

Exemplo 5. Um numero natural n possui exatamente dois divisores e n + 1 possui exata-
mente 3 divisores. Encontre o niumero de divisores de n + 2.

Se n possui exatamente dois divisores, entdao n = p é um ntmero primo. Se n + 1 possui
um ntimero fmpar de divisores, entdo n + 1 = z? é um quadrado perfeito, para algum x
inteiro positivo. Logo, 2 —1 = (z — 1)(x + 1) = p. Como p é primo, a tinica possibilidade
é x — 1 =1 e consequentemente n = 3. O nimero de divisores de n +2 =5 ¢é 2.

Exemplo 6. Encontre todos os inteiros n que possuem exatamente \/n divisores positivos.

Para /n ser inteiro, n deve ser um quadrado perfeito e assim podemos escrever:

2001 200 20

n=pi'py"% .. Dy
A condicao do problema é equivalente a:

PP DRt = (200 +1)(200 + 1) ... (20 + 1).



POT 2012 - Teoria dos Numeros - Nivel 2 - Aula 10 - Samuel Feitosa

Analisando o lado direito, podemos concluir que cada p; é impar e consequentemente
pit > 3% > 204 + 1.

Como devemos ter a igualdade, p;1 = 3 e 3%! = 2a3 + 1. Se oy > 1, vale a desigualdade
estrita(veja o problema 13). Logo, a tnica solu¢ao é n = 9.

Exemplo 7. (Suica 2011) Encontre todos os inteiros positivos n para o qual n® é o produto
de todos os divores de n

Claramente n = 1 é solugao. Suponha que n > 1 e sejam d; < dy < ... < dj os divisores
de n. Pela observacao 2, podemos agrupar os divisores em pares cujo produto é n, assim:

n6 = (dldz e dk)(dldg e dk)

— (i) (dadi_r) .. (dudy)
d(n)

= n
Consequentemente, 6 = d(n) e n = p° ou n = pg® com p e g primos distintos. Fica a cargo
do leitor verificar que essas solugoes satisfazem o enunciado.

Exemplo 8. (Irlanda 1995) Para cada inteiro positivo n tal que n = p1papsps, onde pi1, P2,
P3 € pg $Go primos distintos, sejam:

d1:1<d2<d3<...<d16:n,
0s 16 inteiros positivos que dividem n. Prove que se n < 1995, entao dg — dg # 22.

Suponha que n < 1995 e dg — dg = 22. Note inicialmente que dg nao pode ser par pois n
seria divisivel por 4 contradizendo o fato de que n possui quatro fatores primos distintos.
Consequentemente dg, dg e n sao impares. Também temos a fatoracao: 35-57 = 1995 =
3-5-7-19. Entao, usando a observacgao 2, dgdg = n. Se dg > 35 teriamos dg < dg para
manter n < 1995 e isso seria um absurdo. Logo, dg < 35. Os divisores di,ds,...,ds sao
produtos de primos impares distintos. Como 3 -5 -7 > 35, nenhum dentre di,do,...,ds
é grande o suficiente para possuir trés fatores primos distintos. Como n possui somente
quatro fatores primos distintos, quatro desses d;’s devem ser o produto de dois primos
impares. Os menores nimeros que sao o produto de dois primos sdo:

15,21, 33,35, ...
e consequentemente devemos ter dg > 35, uma contradigao.

Exemplo 9. Prove que nao existe inteiro positivo n tal que o(n) = n* para algum inteiro
positivo k.

Afirmamos que n = 1 é a Unica solugao. Suponha que n > 1 seja solugao e sejam

di=1<dy <...<dp=n,
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os divisores de n. Entao

1
o) =di+dy b hdp <1424 tn="UFD 2

Além disso,
n<n+1<d+dy+...+di=0(n).

Dai,
n < nf <n?
e obtemos um absurdo.

Exemplo 10. (Olimpiada de Leningrado 1989) Duas pessoas jogam um jogo. O nimero 2
estd inicialmente escrito no quadro. Cada jogador, na sua vez, muda o numero atual N
no quadro negro pelo nimero N +d, onde d é um divisor de N com d < N. O jogador que
escrever um numero maior que 19891988 perde o jogo. Qual deles ird vencer se ambos os
jogadores sdo perfeitos.

Nesse problema, basta determinarmos apenas aquele que possui a estratégia vencedora.
Note que o inicio do jogo € estritamente determinado: 2 — 3 — 4. Suponha que o segundo
jogador vence o jogo. Apds o movimento 4 — 5 do primeiro jogador, o segundo sé pode
jogar 5 — 6. Isto significa que 6 é uma posicao vencedora. Entretanto, o primeiro jogador
pode obter a posigao 6 jogando 4 — 6, uma contradi¢ao. Logo, o primeiro jogador possui
a estratégia vencendora.

Exemplo 11. (Olimpiada de Leningrado) Duas pilhas de palitos sobre uma mesa contém
100 e 252 palitos, respectivamente. Dois jogadores jogam o seguinte jogo: Cada jogador em
sua vez pode remover alguns palitos de uma das pilhas de modo que o numero de palitos
retirados seja um divisor do niumero de palitos da outra pilha. O jogador que fizer o ultimo
movimento vence. Qual dos dois jogadores ird vencer se ambos sdo perfeitos?

O primeiro jogador perde. Em cada momento do jogo, podemos registrar o expoente
da maior poténcia de 2 que divide os nimeros de palitos em cada pilha. Por exemplo,
no inicio os nimeros sao (2,2). A estratégia do segundo jogador é manter esse nimeros
sempre iguais. Suponha que, em um dado momento, as pilhas possuem 2 -a e 2™ - b
palitos com a e b impares. O par registrado serd (m,m). Vejamos o que acontece quando
retiramos um divisor d da segunda pilha do numero de palitos da primeira. Se 2" é a
maior poténcia de 2 que divide d, entdo 2™*! dividird o ntimero de palitos da primeira
pilha e consequentemente o par registrado terd ntimeros diferentes. Se 2, com k < m,
é a maior poténcia de 2 que divide d, entdo 2¥ serd a maior poténcia de 2 que divide o
nimero de palitos da primeira pilha e novamente o par registrado terd niimeros diferentes.
Assim, sempre que um jogador receber um par registrado com nimeros iguais, ele ird passar
um par registrado com numeros diferentes para o outro jogador. Suponha agora que, na
sua vez, as pilhas possuem 2" - a e 2" - b palitos, com m < nea = b = 1 (mod 2).
Basta o jogador retirar 2™ palitos da segunda pilha para passar um par registrado com
numeros iguais a (m, m). Como inicialmente as pilhas possuem nimeros registrados iguais,
o segundo jogador pode sempre manter essa propriedade e consequentemente o Uinico que
pode passar uma pilha com zero palitos pela primeira vez é o primeiro jogador.
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Problemas Propostos

Problema 12. Mostre que se k é um inteiro positivo entio 3 > 2k+1 e vale a desigualdade
estrita quando k > 1.

Problema 13. (Russia 2001) Encontre todos os n tais que quaisquer divisores primos dis-
tintos a e b de n o numero a +b — 1 também é um divisor de n

Problema 14. O nimero 332 — 1 tem exatamente dois divisores que sGo maiores que 75 e
menores que 85. Qual o produto desses dois divisores?

Problema 15. (Ira 2012) Sejam a e b inteiros positivos de modo que o nimero de divisores
positivos de a,b, ab € 3,4 e 8, respectivamente. Encontre o numero de divisores positivos
de b?.

Problema 16. (Olimpiada de Sao Petesburgo) Enconte todos os inteiros positivos n tais
que 3"~ + 571 divide 3™ + 5".

Problema 17. Sejam 1 = dy < dy < .... < dp = n o conjunto de todos os divisores de um
inteiro positivo n. Determine todos os n tais que:

2 +d2—1=n.

Problema 18. Um divisor d > 0 de um inteiro positivo n € dito ser um divisor unitdrio
se mde(d, E) = 1. Suponha que n € um inteiro positivo tal que a soma de seus divisores

unitdarios € 2n. Prove que n nao pode ser impar.
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