Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Teoria dos Numeros - Nivel 2 Aula 12
Prof. Samuel Feitosa

Equacoes Diofantinas Il

Continuaremos nosso estudo das equagoes diofantinas abordando agora algumas equagoes
quadraticas. Comegaremos peloo classico problema das ternas pitagoricas.

Desejamos encontrar todas as solugoes (x,y, z) da equagao:

2?42 =22
L . . 9 9 Ty z
em inteiros positivos. Seja d = mdc(z,y). Como d* | z*, segue que d | z e que (E’ vk E)

também é solucao. Além disso, podemos concluir que:
mdc(x/d,y/d) = mde(x/d, z/d) = mde(y/d, z/d) = 1.

Uma terna que é solugao e possui a propriedade de que quaisquer dois de seus termos
sao primos entre si, serd chamada de solugao primitiva. Assim, toda solucao (x,y, z) é da
forma (dx1,dy;,dz) onde (x1,y1,21) é uma solugao primitiva. Para cumprimirmos nosso
objetivo, bastard nos concentrarmos em encontrar todas as solugdes primitivas. Analisando
a equacao modulo 4 e lembrando que todo quadrado perfeito pode deixar apenas os restos 0
ou 1, concluimos que exatamente um dentre x e y é par. Suponha sem perda de generalidade
que y seja par. Fatorando a equacao, obtemos:

z+x z—x (y)2
2 2

Como mdc((z+x)/2,(z—x)/2) = 1, concluimos que (z+x)/2 e (z—x)/2 devem ser ambos
quadrados perfeitos, i.e., existem inteiros positivos r e s, com r > s e mde(r, s) = 1, tais que
(z+2)/2=1r2e (2 —2)/2 = s% (veja o primeiro problema proposto). Consequentemente,
x=1r2—5% y=2rsez=r>+ s> Reciprocamente, se (x,y,2) = (r2 — 52, 2rs, 1% + 32),
temos:

2 +y? = (1P =522+ (2rs)? = (P 4+ 822 =22

O préximo teorema resume nossa discussao original:



POT 2012 - Teoria dos Numeros - Nivel 2 - Aula 12 - Samuel Feitosa

2 2 2

Teorema 1. Todas as solugdes primitivas de x*+y? = 22 comy par sao da forma x = r*—s2,
y = 2rs ez = 1>+ s onder es sio inteiros de paridade oposta com r > s > 0 e
mdc(r,s) = 1.

Exemplo 2. Encontre todas as ternas pitagoricas (a,b,c) tais que a + b+ ¢ = 1000.

Seja k = mdc(a,b,c) e suponha sem perda de generalidade que b/k é par. Pelo teorema
anterior, (a,b, c) = (k(x? —y?), k(2zy), k(z? +y?)), onde = > y, mdc(z,y) = 1 e pelo menos
um dentre x e y par. Assim, (2% —y?) + 22y + (22 + y*) = 2z(z + y) é um divisor de 1000.
Com mais razao, z(x +y) | 500. Usando que mde(x,z +y) = 1 e a fatoragdo em primos de
500, podemos concluir que um deles é uma poténcia de 5 e o outro uma poténcia de 2. Veja
que z nao pode ser uma poténcia de 5 pois nesse caso y deveria ser impar para garantir
que z + y seja uma poténcia de 2. Assim, z | 500 e 2 = 2*, produzindo como possibilidades
x = 1,2 ou 4. Analisando cada um desses casos e levando em conta que y < z, é fécil
encontrar que x = 4 e y = 1 s@o as Unicas opgoes possiveis. Nesse caso, x = 15,y = 8 e
z = 17. Consequentemente, (a,b,c) = (20-15,20 - 8,20 - 17).

Exemplo 3. Mostre que se a, b e ¢ sdo inteiros positivos tais que a®> + b> = ¢?, entdo

(ab)* + (be)* + (ca)* € um quadrado perfeito.
Veja que:
(ab)* + (be)* + (ca)* = (a®b* +b*)% + (a?b?)* + (a®b? + a')? = (a* + a®b* + b*)*.

2

Exemplo 4. Encontre todas as solucées de x> + 2y?> = 2> em inteiros positivos com

mde(z,y, z) = 1.

Como 2y? = 0 (mod 2), devemos ter x = z (mod 2). Além disso, se fosse z = z = 0
(mod 2) terfamos 4 | 22 — 22 = 2y? e consequentemente 2 | y, contradizendo a hipdstese
mdc(z,y,z) = 1. Fatorando a expressao, temos:

2% = (z —x)(z + ).

Como mde(x,z) = 1 e ambos sdo impares; mde(z — z,z + ) = 2 e apenas um deles é
congruo a 2 (mod 4). Temos dois casos a considerar: 1) z+x =0 (mod4) e z —z = 2
(mod 4). Nesse caso, y*> = (z — z)/2 - (2 + x) com mde((z — x)/2,(z + 2)) = 1. Dali,
existem inteiros positivos 7 e s tais que (z — z)/2 = r2 e (z + )/2 = s, produzindo a
solucio (r,y,2) = ((s* — 2r?)/2,rs, (2r? + 5?)/2) com mdc(r,s) =1 e s =0 (mod 2). Um
raciocinio andlogo para o caso z + 2z =2 (mod 4) e z — = 0 (mod 4) produz (z,y,z) =
(252 —r?)/2,rs, (r? + 252)/2) com mdc(r,s) =1 er =0 (mod 2).

Problema 5. (USAMO 1976) Encontre todas as solu¢oes naturais da equagao
a® 4+ b? + 2 = >

A equagao pode ser reescrita como:
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Se pelo menos um dentre a ou b é impar, teremos ¢> = 3 (mod 4). Como os quadrados
perfeitos s6 podem deixar resto 0 ou 1 (mod 4), temos um absurdo. Portanto, a, b e
consequentemente ¢ sdo nimeros pares. Seja k o maior inteiro tal que 2F divida esses trés
ndimeros. Assim, a = 2%, b = 2¥y, ¢ = 2z onde pelo menos um dentre z,y e z fmpar.
Assim,
22 4y 4 22 = 2222,

Como r > 0, 22 + 32 + 22 = 0 (mod 4). Entretanto, isso ndo é possivel se um dentre os
x,y, 2 ¢ impar pois a soma s6 poderia ser congruente a 1,2,3 (mod 4).

Exemplo 6. (Eztraido de [1]]) Determine todas as ternas (a,b,c) de inteiros positivos tais
que a® =20 + .

Como a? =2 + ¢* <= (a— ?)(a+ ¢?) = 2°, pelo Teorema Fundamental da Aritmética
existem dois naturais m > n tais que m+n =b, a — ¢ = 2" e a + ¢ = 2™. Subtraindo as
duas tltimas equacdes, obtemos que 2¢2 = 2™ — 2", assim ¢? = 2"~1(2~" —1). Como 2" !
e 2™~™ — 1 sao primos entre si e o seu produto é um quadrado perfeito (i.e. os expoentes
das poténcias de primos distintos sdo pares), novamente pelo Teorema Fundamental da
Aritmética 2"! e 2"~ — 1 devem ser ambos quadrados perfeitos, logo n — 1 é par e
2m=" 1 = (2k—1)? para algum inteiro positivo k. Como 2" " = (2k—1)2+1 = 4k(k—1)+2
é divisivel por 2 mas nao por 4, temos m —n = 1. Assim, fazendo n — 1 = 2¢, temos que
todas as solucdes sdo da forma (a,b,c) = (3-22¢, 4t +3,2!) com ¢t € N e é facil verificar que
todos os nimeros desta forma sdo solugoes.

O proximo exemplo ilustrard o método da descida de Fermat que faz uso do principio
da boa ordenacao: todo subconjunto nao vazio de inteiros positivos possui um elemento
minimo.

Exemplo 7. Determine todas as solucoes da equacio x* + y* = 22

com mdc(z,y) = 1.

em inteiros positivos

Como (22)2+ (y?)? = 2% e mde(2?,y*) = 1, podemos usar o primeiro teorema para concluir
que existem u e v tais que 22 = u? —v2, y? =2uv, z =u? + v, u>v>0e mdc(u,v) =1
(Estamos assumindo sem perda de generalidade que x é fmpar). Se u é par, entdo v serd
fmpar e teremos 2 = 3 (mod 4). Como isso é um absurdo, u deve ser fmpar e v deve ser
par. Sendo assim, (y/2)? = u-v/2 com mde(u,v/2) = 1. Devemos ter u = r2, v/2 = 52,
com mde(r,s) =1, r,s > 0, r impar e y = 2rs. Além disso, como z2 + v? = u?, obtemos
2+ 4s% = r%. Como mdc(r,2s) = 1, novamente pelo primeiro teorema, existem m e n tais
que z = m? —n?, 25> = 2mn e r> = m? + n? com mdc(m,n) =1 em >n > 0. Como
mn = s, podemos escrever m = f2en = ¢g?> com f,g > 0 e mdc(f,g) = 1. Portanto,
r2 = f4 + g*. Note que dada a solucio em inteiros positivos (z,, z), obtivemos outra
solucao (f,g,7), também nos inteiros positivos, com 0 < r < z. Isso nos diz que existe
uma infinidade decrescente de possiveis valores para o inteiro positivo z e naturalmente
obtemos uma contradicao do principio da boa ordenacgao. Sendo assim, a equacao anterior

nao possui solugao nos inteiros positivos.

Observacao 8. Outra maneira de formalizar o argumento anterior é escolher dentre as
ternas nos inteiros positivos que sao solugées, aquela com z minimo. A nova terna (f,g,r)
caracterizaria um absurdo.
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Exemplo 9. Prove que para todo inteiro n > 2, existem inteiros positivos p e ¢ tais que
2

n?+q? = p?.
Fatorando a expressdo, obtemos n? = (p — ¢)(p + q). Se n é fmpar, podemos encontrar p e
q tais que p+ ¢ =n? e p— g = 1, bastando para isso resolver o sistema originado, obtendo

2 2 .
(n,q,p) = (n, 2 2_1, ”TH) Se n é par, podemos fazer algo semelhante e encontrar p e g tais
que p+q=n?/2ep— q=2, cuja solucio é (n,q,p) = (n,%2 -1, %2 +1).

Exemplo 10. (Extraido de [3]) Prove que a equagdo
® +y* + 22 + w? = 2zyzw (1)

ndo possui solucoes inteiras positivas.

Por contradigdo, suponha que (IJ) possua pelo menos uma solugdo nao-trivial, digamos
(0, Yo, 20, wo). Se xo, Yo, 20, wo forem todos impares, o lado esquerdo é um miltiplo de 4
e o lado direito nao. Se apenas um ou trés deles forem pares, o lado esquerdo é impar e o
direito é par. Se dois deles forem pares e dois forem impares, o lado direito é um multiplo
de quatro e o esquerdo nao. Desse modo, xg, 4o, 20, Wy sao todos pares, ou seja, g = 2x1,
Yo = 2y1, 20 = 221 e wy = 2wy. Substituindo em (I]) e dividindo por quatro, concluimos
que x1,y1, 21, w; satisfazem a igualdade

2 2 2 2
1 +yi + 21 +wi = 8xr1y121wi.

Com uma andlise de paridades andloga a acima, obtemos x1 = 2x2, y1 = 2y, 21 = 222 €
wy = 2wo, e dai
2 2, .2 2 _
x5 + Y3 + 25 +wy = 32x2y222W2.

Procedendo dessa maneira, xq, 3o, 20, wg devem ser todos multiplos de 2", qualquer que seja
n > 1. Entao x¢p = yg = 20 = wg = 0, absurdo.

Exemplo 11. (Extraido de [3]) Encontre todas as quadriplas (x,y, z, k) de nimeros inteiros,
com x,y,z >0 e k>0, tais que

2% 4+ 98 + 20 = 4826 - 7*.
Vamos mostrar o seguinte fato:

(x,y,2,k) é solugao, com k >1 <= (z/7,y/7,2/7,k —6) é solugao,

e nesse caso k > 6.

(=) Temos 2% + y® + 2% = 0(mod 7). Como 2595 2 = 0 ou 1 (mod 7), devemos ter
x,y, z miltiplos de 7. Dai, 76|4826 - 7% = 76|7" = k > 6. Ademais, vale a igualdade

OROROREES



ou seja, (z/7,y/7,2z/7,k — 6) também é solugao.
(<) Claro.

O fato acima garante que podemos ir subtraindo 6 de & e retirando um fator 7 de x, vy,
z enquanto k > 1, até que o expoente de 7 no lado direito da igualdade seja 0. Em outras
palavras, existe n > 0 tal que k =6n, com z =7" 29, y=7"-yg, 2=T7"" 29, €

3306 + y06 + 206 = 4826.

A equagdo acima s6 tem a solugao (1,3,4) e suas permutagoes. Assim, as solugoes da
equagao original sao (7,3 -7",4-7",6n), n > 0, e suas permutagoes nas trés primeiras
coordenadas.

Problemas Propostos

Problema 12. Mostre que se a-b = x> e mdc(a,b) = 1 entdo existem r e s tais que a = r?

eb=s2

1 1
Problema 13. Prove que todas as solugoes positivas da equagio — + — = — com
x

2
Yy
mdc(x,y,z) =1 sdo dadas por
(2,5:2) = (11 = 51, 20(s 4 82), 7 (s — 82))

ou
(3:7 Y, Z) = (27"8(7"2 + 82)7 rt— 847 TS(T2 - 82))7

onder > s >0, mde(r,s) =1 er es de paridades opostas.
Problema 14. Encontre todos os pares de racionais (x,y) tais que x> +y* = 1.

Problema 15. Resolva simultaneamente em inteiros positivos:
a>+0? =
a?+c = d
onde a,b,c e d sdo inteiros positivos relativamente primos entre si dois dois.
Problema 16. (Torneio das Cidades 1997) Prove que a equag¢do
22 +y? — 22 = 1997
tem infinitas solugoes inteiras (z,y, z).
Problema 17. Encontre todas as solucées inteiras de x> + y> + 22 = t2.
_ 52011

Problema 18. Encontre todas as solucées de 5m? + n?

Problema 19. Encontre todas as solugdes em niumeros naturais m e n da equagdo:

m2=1+2+...+n.
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