Polos Olimpicos de Treinamento
Curso de Teoria dos Numeros - Nivel 2 Aula 15

Prof. Samuel Feitosa

Equacoes de Pell

Uma Equacdo Famosa

Vejamos um problema que servird de motivagao ao nosso estudo.

Exemplo 1. Sejam F,, e L, as seqiiéncias de Fibonacci e Lucas, respectivamente, definidas
por

Fi=1 F=1 e Fn+1:Fn+Fn_1, n > 2,

Li=1, Ly=3 e Ln+1:Ln+Ln_1, n > 2.

Mostre que a equagio 5x% — y> = 4 admite uma solugdo (z,y) em inteiros positivos se, e
somente se, (z,y) = (Fan—1, Loan—1) para algum natural n.

Note que (1,1) é a tnica solugao com y < 2. Podemos supor, portanto, que y > 3. Sendo
a, B as duas rafzes da equacdo 2 —x — 1 = 0, é conhecido que

am — Bn

a—p
E trivial verificar que os pares (Fb,_1, La,—1) satisfazem nossa equagao. A parte dificil é
mostrar que essas sao as Unicas solugoes. Seja

S ={(Fan-1,L2n-1), n>1}.

F, = e L,=ad"+ 5"

Por absurdo, suponha que exista uma solucao (z,y) € S, e tome aquela que minimiza o
valor de z. Como z e y tém a mesma paridade, as fracoes (3z —y)/2 e (3y — 5x)/2 sdo
inteiros positivos, pois
22>-1 = 922>5:2—-4 = 922>¢4*? = 3z>y
e

¥>5 = 92 >52420 = 92 >2522 = 3y > 5.
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Afirmamos que ((3z —y)/2, (3y —5x)/2) é uma solugao da equagao que nao estd em S. De

fato,
s (3 -y > (3y—5a 2720x2—4y274
2 2 N 4 7

e, se ((3z —y)/2,(3y — 5x)/2) € S, existiria n para o qual

3T — 3y — bx
2y:F2n—1 e yT:LQn—l

= x=Fy1 e y = Lont1,

o que contraria o fato de (x,y) nao estar em S. Para terminar, note que (3z — y)/2 < z,
ou seja, obtemos uma solugao cuja primeira coordenada é menor que z. Pelo método da
Descida de Fermat, concluimos que todas as solugoes estao em S.

Exemplo 2. (Vietna 1999) A seqiiéncia a, € definida por a; = 1, ag = 2 € apyo =
3nt+1 — Gn, 1 > 1. A seqiéncia b, é definida por by = 1, by = 4 € byyra = 3bpt1 — by,
n > 1. Mostre que os inteiros positivos (a,b) satisfazem 5a2 — b* = 4 se, e somente se,

mdc(an, b,) = mdc(a, b).

Veja que encontramos uma familia infinita de solugoes para o problema anterior. Curi-
osamente, essa familia satisfaz uma recorréncia linear bem simples. Note ainda que v/5
apareceu na férmula que encontramos para Fb,11 € Lop+1. Serd que tudo isso foi coin-
cidéncia? Nosso préximo objetivo sera estudar mais detalhadamente equacoes como a do
problema anterior.

A equacio 2 — dy? = N, onde d é natural e N é inteiro, é chamada equacdo de Pell. Jonh
Pell contribuiu muito pouco para a andlise desta equacao. Ela recebeu seu nome apenas
por um engano de Euler. Lagrange foi o primeiro a provar que, se d nao ¢ um quadrado
perfeito, entdo 2 — dy?> = 1 tem infinitas solucoes. Estamos interessados em descrever
todas as possiveis solugoes desta equacao, caso existam, e tentar obter alguns critérios para
dizer quando ela nao tem solugao. Trataremos apenas do caso em que d nao é um quadrado
perfeito. O outro caso é deixado como exercicio para o leitor.

Observagao 3. (Para professores) Caso os alunos nao estejam preparados para o forma-
lismo nas préximas demonstracdes, o professor poderd ater-se apenas aos problemas. Bas-
taria o aluno entender como se caracterizam as solug¢oes de uma equacao de Pell. Apds
alguma amadurecimento,ficaria mais fdcil estudar as provas e entender porque as solugoes
s0 podem ser daquela forma.

A préxima proposicao é um conhecido exercicio de principio da casa dos pombos.

Proposicao 4. Se & é um ndmero irracional, existem infinitos nimeros racionais x/y, com
mdc(z,y) = 1, tais que
- 1

— -

Y

X
-
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Demonstragao. Considere a particao

[0,1) = [0, i)u[i, Z)U---u[ngl, 1).

Pelo principio da casa dos pombos, dois dentre os nimeros 0, {£}, {26}, ..., {n&} estdo em
um mesmo intervalo da particao, digamos

), Ggre |5 ), osk<jsa e osi<n
Entao
. 1
6 - kel < -
1
G- R~ (Lie) — kel <
x 1
<

onde ' = |j&] — [k€] ey = j — k. Seja d = mde(2',y'), com 2’ = dx e ¥y = dy,
mdc(z,y) = 1. Temos
1 1 1

ny/ y/2 y2

k-3-k-31-
)

/

X

= 5_7
‘ Yy

Para obter infinitas solugoes, tome m > 1/|{ — z/y| # 0. Com o mesmo argumento acima,
particionando agora o intervalo [0, 1) em m intervalos de mesmo tamanho, obtemos um par
de inteiros (x1,y1) primos entre si, 0 < y; < m, tais que

T
-
Y1

1 z
<<’§—
my1 Y

e portanto z1/y; é uma aproximacao racional de £ melhor do que z/y.
Dizemos que um inteiro n € livre de quadrados se nao existe nenhum natural k£ > 1 tal que
k2|n.

Proposicao 5. Seja d um inteiro positivo livre de quadrados. Existe uma constante M tal

que a desigualdade
‘562 — dyz‘ <M

tem infinitas solugdes inteiras positivas (x,y).

Demonstracao. E claro que, se d é livre de quadrados, entdo v/d é irracional. Pela pro-
posicao anterior, existem infinitos pares de inteiros (z,y), com y > 0 e mdc(z,y) = 1, tais
que |z — y\/d| < 1/y. Aplicando a desigualdade triangular, temos

1
)x—l—y\/g‘ < ‘:U—y\/g’+2y\/g<§+2y\/g.

3
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Multiplicando as duas desigualdades encontradas, obtemos
9 9 1/1
o? —dy?| <~ (= +2yVd) <2Vd+1,
Yy \y

o que conclui a demonstragao. |

Se (z,y) é solugao da equagao de Pell, é claro que (£, +y) também é. Suporemos, a partir
daqui, que z,y > 0.

Teorema 6. Se d é um inteiro positivo livre de quadrados, entdo a equacio x> —dy*> =1 tem

infinitas solugoes inteiras. Ademais, existe uma solugao (x1,y1), chamada de solugdo fun-
damental, tal que toda solugdo é da forma (xn,yn), n > 1, onde Tp+ynVd = (z1 —|—y1\/&)”.

Demonstragao. Vamos mostrar a existéncia de uma solucao. Pela proposicao anterior,
existem infinitos pares de inteiros (z,y) tais que ‘302 - dyQ‘ < M. Existe, portanto, um
inteiro m, 1 < m < M, tal que a equagao ‘x2 — dyQ} = m tem infinitas solu¢ées. Mddulo
m, cada solugdo estd no conjunto finito

Zop X Ly = {0,1,...,m =1} x {0,1,...,m -1},

e daf, com um argumento andlogo ao anterior, existe um par (@,b) € Z,, X Z,, tal que
uma quantidade infinita de solugoes (z,y) satisfaz (Z,y) = (a,b). Em particular, existem
solugoes distintas (z1,y1) e (z2,y2) tais que (T1,7;) = (T2,7y). Temos

1 +y1Vd _ <$1+yl\/g) ($2—y2\/3)

T2 +y2\/& m
(z122 — dyry2) + (v2y1 — 2132) Vd

m
= u+vVd,
onde u, v sao inteiros, pois
T1xo —dy1ys = x2—dyi? = 0 (mod m)
Toy1 —x11y2 = zy1—x1y1 = O (mod m) .
Ademais,
u? — dv? = <u+v\/g)~<u—v\/g>

r1 +y1\/g ! —y1\/g
$2+y2\/g x2—y2\/§

_ z1% — dy,
x2? — dys?



POT 2012 - Teoria dos Numeros - Nivel 2 - Aula 15 - Samuel Feitosa

mostrando a existéncia de solucao. Vejamos agora como sao as solucoes.

Diremos que uma solucao (1, %1) é maior que uma solucio (2, y2) se z1+y1vVd > xo+y2V/d.
Seja (x1,y1) a menor solucao, com x1,y; > 0. Chamaremos esta solugdo de fundamental.
Dada outra solucéo (x, ), vamos mostrar que existe n para o qual z+yvd = (21 +y1Vd)™.
De fato, se esse nao é o caso, para algum n valem as seguintes desigualdades

n+1

($1+y1\/g)n<$+y\/g< ($1+y1\/;1) )

e dai

1 < <x+y\/&) <x1+y1\/3>7n < T +yvd

1 < (m+y\/§> (xl—yn/ﬁ)n <z +ypvd

1 < A+ BVd < a1+,

onde (A, B) é uma solugao formada por inteiros positivos (prove!). Isso contraria a minimi-
lidade do par (z1,y;). Assim, toda solucao (z,vy) deve satisfazer = 4+ yvd = (21 + y1vVd)",
para algum n > 1, e uma facil verificacao mostra que esses pares sao de fato solucoes da
equacao. |

Exemplo 7. Encontre todos os triangulos cujos lados sao inteiros consecutivos e cuja drea
€ inteira.

Sejama=n—1,b=mn, c=n+1 os lados do tridngulo. Pela férmula de Herao, a area do
triangulo é

A=1¢(a+b+c)(b+c—a)(a+c—b)(a+b—c):

1 3(n? —4).

~ 3

A é inteiro se e somente se n é par e 3(n? — 4) é um quadrado perfeito. Substituindo n
por 2z e A por ny, obtemos a equacdo 322 — 3 = y2. Entdo y é divisivel por 3, digamos
y = 3z, e dai a equacdo anterior equivale & equacdo de Pell 22 — 32> = 1. A solucdo
fundamental dessa ultima é (z1,21) = (2,1), donde todas as outras solucoes sao geradas
pelas recorréncias 41 = 2%, + 32, € Znt1 = Ty + 225, n > 1. Os tridngulos procurados
sao os que tém lados de medidas 2z,, — 1, 2x, e 2x, + 1, cuja area é 3z, z,.

Exemplo 8. Encontre o menor inteiro positivo n para o qual 19n+1 e 95n+1 sejam ambos
quadrados perfeitos.

Sejam 19n 4+ 1 = 22 e 95n + 1 = y2. Entdo 522 — y? = 4, que é a equacdo analisada no
problema 45. Suas solugoes sao os pares (Fay,—1, Lapm—1), m > 1. Para que n seja minimo,
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basta calcular o menor ntiimero da seqiiéncia de Fibonacci multiplo de 19, que é Fy7 = 1597.
Assim,
F?-1
n=———
19

Exemplo 9. Dado n > 1, mostre que existe um conjunto S de n pontos no plano tal que:

= 134232.

1. Nao existem trés pontos de S colineares;
2. A distancia entre quaisquer dois pontos de S é um inteiro.

Como a equacao de Pell 22 — 2y? = —1 admite a solucdo (1, 1), ela admite infinitas. Sejam
entao ai,as, ..., a, inteiros satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) a?+1=2b>%i=1,2,...,n;
(il) a1 < ag < -+ < an.

Tome S = {P;, P,,...,P,}, onde Py, P, ..., P, sdo pontos sobre a circunferéncia unitaria

definidos por
2ai aiZ —1 .
P, = =1,2,...,n.
1 < az2 + 1 ) a/22 _"_ 1 ) ? 9y ? 7n

Um célculo simples mostra que a distancia entre quaisquer dois pontos de S é racional.
Multiplicando as coordenadas desses pontos pelo minimo miiltiplo comum dos denomina-
dores de todas as fragoes das distancias entre dois pontos, obtemos um conjunto de n
pontos sobre uma mesma circunferéncia, em particular nao existindo trés colineares, tais
que a distancia entre quaisquer dois deles é inteira.

Problema 10. (IMO 1975) Existem 1975 pontos sobre uma circunferéncia de raio 1 de
modo que a distancia entre quaisquer dois desses pontos € racional?

Problema 11. Seja n > 3 um inteiro. Mostre que existe um conjunto S de n pontos no
plano tal que a distancia entre quaisquer dois pontos de S € irracional e a drea de qualquer
triangulo com vértices em S € racional.

Problema 12. Prove que a equacgdo x*> — dy? = —1 ndo tem solucdo se d é divisivel por um
primo da forma 4k + 3.

Problema 13. Sejam d, k inteiros positivos tais que d ndo € um quadrado perfeito. Mostre
que existem infinitos pares de inteiros positivos (z,y) tais que kly e x? — dy? = 1.
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Outros Resultados

Para o leitor familiarizado com fragoes continuas, basta sabermos as n-ésimas convergéncias
da expansio de v/d para determinarmos as solucoes de z2—+/dy? = 1, como diz a proposicio
abaixo:

Proposicao 14. Todas as solucoes de x> — \/dy?> = 1 podem ser encontradas em x, = hy,

n ~ s ~ . ~ ~ ,
, Yn = kyn, onde — sdo as n-ésimas convergéncias da expansao em fracoes continuas de
n

Vd. Ser é o perfodo da expansio em fragées continuas de v/d temos:

1) Se r € par entdo x* — Vdy? = —1 nao tem solucio e todas solu¢ées positivas de
2

22 —V/dy* =1 sio dadas por & = hpr_1, Yy = kpr—1 paran=1,2,3,....
1) Ser impar entio x = hpr—1, Yy = kpr—1 produzem todas as solugoes de xQ—ﬂy2 =-1
quando n = 1,3,5,.. .., e todas as solugdes de 2 — \/dy? =1 quando n =2,4,6.. ..

Proposicao 15. (Equacdo de Pell generalizada ) Consideremos az? — by? = ¢, onde a e b nao
sao simultaneamente iguais a 1 e eles também ndo sao divisiveis por nenhum quadrado,
entdo as solugoes sdo obtidas da seguinte maneira: Se ¢ =1 , e ambos a e b sdo diferentes
de 1, determine primeiro a solucao fundamental se existir. Todas as outras solugcdes sdo
obtidas da solucdo fundamental (xg, o) Por Tpy/a + ynvVb = (zov/a + yovVb)>" 1. Sec # 1
, primeiro determine a solucio fundamental da equacdo ax® — by?> = 1. Se a ou b € igual
a 1, entao esta equagdo tem no mdximo um solu¢do fundamental (xo,yo). Se (xy,y,) €
uma solugio fundamental de ax® — by? = c todas as outras sdo obtidas de x,+\/a + YnVb =
(zov/a + yovVb)"(xhv/a + yhv/b). Se nem a ou b for igual a 1, as solucées sao geradas por
Tpy/a + yn\/g = (zova + ?JO\/B)%(xf)\/a + y(/)\/g)

Corolario 16. Suponha que N € um inteiro ndo nulo e que d seja livre de quadradados. Se
22 — dy? = N tem uma solucdo, entdo tem infinitas.

h

Proposicao 17. Seja d um inteiro que nao é um quadrado perfeito, sejam k—n as n-€simas
n

convergéncias da expansio em fragio continua de /d. Seja N wm inteiro tal que |N| < d.

Entio qualquer solucdo positiva de x = s,y = t de 22 — Vdy?> = N com mdc(s,t) = 1
satisfaz s = hy,, t = k, para algum n.

Problemas Propostos

Problema 18. Mostre que existem infinitos inteiros n para os quais n? + (n + 1)? é um
quadrado perfeito.

Problema 19. Dado um inteiro positivo k, mostre que nao existem inteiros (x,y) tais que
2?2 — (k= 1)y? = —1.
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Problema 20. Mostre que, se d =1 (mod 4), entdo a equacdo v — dy*> = —1 tem solucao.

Problema 21. (Banco IMO 2002) Existe um inteiro positivo m para o qual a equa¢ao

a b ¢ abe a+b+ec

tem infinitas solugdes inteiras positivas a, b, c?

Problema 22. Determine todos os pares (k,n) de inteiros positivos tais que
1424+ +k=Gk+D)+k+2)+--+n

Problema 23. Encontre todos os nimeros da forma m(m-+1)/3 que sdo quadrados perfeitos.
Problema 24. Encontre todos os nimeros triangulares que sdo quadrados perfeitos.
Problema 25. Resolva a equacdo (z + 1)3 — 23 = y? em inteiros positivos.

Problema 26. Encontre todos os inteiros positivos n para 0s quais 2n+ 1 e 3n + 1 sejam
ambos quadrados perfeitos e mostre que todos esses inteiros sdo divisiveis por 40.

Problema 27. Seja n um inteiro positivo tal que 3n + 1 e 4n + 1 sdo ambos quadrados
perfeitos. Mostre que n € divisivel por 56.

Problema 28. Prove que existem infinitos inteiros positivos n para os quais n®+1 divide n!.

Problema 29. Prove que a equac¢ao
2+ 4+ 224 2y =1
admite infinitas solugoes inteiras positivas (z,y, z).
Problema 30. Encontre todos os inteiros positivos n para os quais existem inteiros positivos

distintos a1, as, ..., a, tais que

1 92
7+7+‘”+£:a1+a2—|— +&".

al a9 (07 n

Problema 31. (Vietna 1992) Encontre todos os pares de inteiros positivos (x,y) satisfa-
zendo a equacgao
22 +y? —bry+5=0.
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Problema 32. Encontre todos os naturais n para os quais n+ 1 e 3n + 1 sao ambos qua-
drados perfeitos.

Problema 33. Encontre todos os pares de naturais (m,n) satisfazendo a igualdade
1+2+43+-+n=m’

Problema 34. (Banco IMO 1967) Qual frag¢ao p/q, onde p,q sdo inteiros positivos menores
que 100, € a mais prézima de /22 Encontre todos os digitos apds a virgula da representacao
decimal dessa fracdo que coincidem com os digitos da representacio decimal de /2.

Problema 35. (Banco IMO 2003) Seja b > 5 um inteiro. Para cada natural n, seja x, a
representacao na base b do numero

11...122...25.
S——

n—1 n

Prove que a sequinte condigcao € verdadeira se e somente se b = 10:

“Existe um inteiro positivo ng tal que, para cada n > ng, o numero x, € um quadrado
perfeito.”
Problema 36. (Torneio das Cidades 1997) Prove que a equagao

2?4+ y% — 22 = 1997

tem infinitas solugoes inteiras (x,y, z).

Problema 37. (Irlanda 1995) Determine todos os inteiros a para os quais a equa¢ao
z? + axry + y2 =1

tem infinitas solugdes inteiras positivas (x,y) tais que x # y.
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