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Exemplo 1. O minimo multiplo comum dos inteiros a,b,c,d e d € igual ¢ a + b+ c + d.
Prove que abed € divisivel por 3 ou por 5.

Solugao: Suponha inicialmente que mdc(a,b,c,d) =1 eseja L=a+b+c+d. Como L é
o minimo multiplo comum, existem z,y, z, w tais que aw = bx = cy = dz = L. E facil ver
que L também é o minimo multiplo comum de z,y, z,w e que

< |
N
g
=l e
I o
o
I

Suponha sem perda de generalidade que w < z < y < z. Da equagao anterior, o maior
valor de w é 4 e ocorrendo igualdade deveriamos ter a = b = ¢ = d = 1 que nao satisfaz
o enunciado. Para w = 3, o leitor poderd facilmente verificar que a = b = 4,¢c = 3
e d = 1 é a unica solucdo. Para w = 2, temos as seguintes solugoes: (a,b,c,d) =
(5,2,2,1),(10,5,4,1),(6,4,1,1) , (9,6,2,1),(12,8,3,1),(21,14,6,1). Em todos os casos, L
é divisivel por 3 ou 5.

Exemplo 2. Seja A ={a; < as < ag < ---} uma seqiéncia crescente de inteiros positivos
em que o numero de fatores primos de cada termo, contando fatores repetidos, nunca €
maior que 2007. Prove que é sempre possivel extrair do conjunto A um subconjunto infinito

B:{b1<52<b3<"'}

tal que o mdzrimo divisor comum entre b; e b; € sempre o mesmo para quaisquer naturais

i 5.

O ntmero de primos usados como fatores dos a; nao pode ser finito, pois se essa quantidade
é n, terfamos apenas n?%7 possiveis elementos a;. Podem ocorrer duas situacoes:

a) Nenhum primo divide infinitos a;. Seja by = a;. Como cada fator primo de a;
aparece um numero finito de vezes como fator dos a;, existird um termo a; > aq tal que a;
e q; sdo primos entre si. Seja by = a;. Esse argumento pode ser repetido para gerar um
subconjunto infinito B = {b; < by < b3 < --- } de modo que mdc(b;, b;) = 1, quaisquer que



sejam os naturais ¢, j.

b) Existe um primo p que divide infinitos a;. Como o expoente de p; = p em cada
a; que é multiplo de p; é um elemento do conjunto {1,...,2007}, pelo menos um deles,
digamos r; > 0, deverd ocorrer infinitas vezes. Seja A; o conjunto de todos os termos
a; para os quais o expoente de p; em a; é r1. Se nenhum primo py # p; divide infinitos
elementos de Ay, o caso anterior mostra que A; possui um subconjunto tal que o maximo
divisor comum de quaisquer dois elementos é p1"!. Sendo, seja ps # p; um primo que divide
infinitos elementos de A;. O expoente de po em cada elemento de A; que é miltiplo de po
pertence ao conjunto {1,...,2007 — r1}. Sejam ro > 0 um expoente que ocorre infinitas
vezes e Ao 0 conjunto dos elementos de A; para os quais p; e ps tém expoentes r| e ra,
respectivamente. Esse processo deve terminar em 4 passos, i < 2007, e nessa situacido A;
¢ um subconjunto de A para o qual todo elemento ¢ um multiplo de P = pi'py?---p;’,
digamos
Ai:{Pcl < Pcy < Pesg < },

onde C={c; < ¢ < ¢3 < --+} é um conjunto em que cada termo é o produto de ndo mais
que 2007 — (11 +r2 + -+ - + 7;) fatores primos, nenhum dos quais ocorrendo infinitas vezes.
Pelo caso a), C' possui um subconjunto B; tal que quaisquer dois elementos sdo primos
entre si. O conjunto

B=P- -B :{Pm]xGBl}

satisfaz as condigoes do problema, pois 0 maximo divisor comum entre quaisquer dois de
seus elementos ¢ igual a P.

Exemplo 3. (Seletiva Rioplatense 2001) Encontre todos os pares (m,n) de nimeros naturais
com m < n tais que m? + 1 é um maltiplo de n e n®> + 1 é um mailtiplo de m.

Afirmamos que todas as solugdes sdo da forma (Fbyi_1, Forp+1),k > 0 (F, é o n-ésimo
termo da sequéncia de Fibonacci). E f4cil ver que Fop_1Fopis = FQQ/,C+1 4+ 1 e portanto
0s pares anteriores sao solugoes. Seja P o conjunto das solugdes que nao sao da forma
(For—1, Fory1). O conjunto P contém um par (a,b) tal que a + b é minimo. Suponhamos
a < bsea=">b= (a,b) = (1,1) = (F.1,F;) ¢ P). Comob | a®> +1, a®> +1 = bl
el < a B ficil ver que a | ¥> +1 et | a®>+1. Logo (V,a) é uma solucio com
b' 4+ a < a+ b Entretanto, (V/,a) € P e dai (/,a) = (For—1, Fop+1). COnsequentemente,
Fo_b=bb=a’>+1= F22k+1 = b= Foypr3 = (a,b) = (Fogs1, Fort3) & P. Logo P deve

ser vazio.

Exemplo 4. (URSS 1988) A sequéncia de inteiros a, € dada por ag = 0, a, = P(an—_1),
onde P(x) é um polinomio cujos coeficientes sao inteiros positivos. Mostre que para quais-
quer inteiros positivos m, k com mdzximo divisor comum d, o mdzrimo divisor comum de a,,
eay € aq.

Quando temos um polinémio com coeficientes inteiros é sempre bom lembrar que a — b |
P(a) — P(b). Essa serd nossa principal ferramenta nesta solugao.



L. am | @my. Provaremos por indugdo. Se ap,—1) =0 (mod am) = apr—1)+1 = P(0)
(mod am) = amr—1)+2 = P(P(0)) (mod am) = amr = apr—1)4m = P(P(... (P(0)) =
—_———

m vezes
am =0 (mod ayy,).

2.8l |a;el]ar=1]|a_s(Supondo t > f). (Deixaremos a prova dessa afirmacao
para o leitor).

Pelo teorema de Bezout, existem inteiros positivos x,y tais que mx — ky = d. Sejan =
mdc(am, ax). Como n | am, | Gma € 1| ag | agy, pelo item 2, n | apmg—ky = aqg. Mas aq | am
e aq | a, entdo ag | n. Portanto ag = n.

Exemplo 5. Prove que existem infinitos nimeros compostos n para os quais
n | 3n71 _ 2n71‘

Lema: 2! [ 3% —1VteN

Vamos provar o lema por inducao. Para t = 1 é trivial. Suponha que a afirmacao
seja vélida para t = r, provemos que também é vélida para t = r + 1. Fatorando
92t _ 33— (92" _ 33')(22 4 33"), como o primeiro paréntesis ¢ multiplo de 2! ¢ o

segundo é multiplo de 2, o produto deles é miiltiplo de 2*1.

Sejan =32 —22 comt > 1. Comon—1= (32 —1)—2% =0 (mod 2!), pelo lema,

obtemos n = 32 — 2% | 3n~1 — 27~ Aqui estamos usando o fato que z* —y* | z™F — y™F.

Exemplo 6. Consideramos todas as sequéncias (xy,)n>1 de inteiros positivos satisfazendo
Tppo = mde(xy, Tpi1) + 2008, Vn > 1.

Alguma dessas seqiiéncias contém exatamente 1029 nimeros distintos?

A idéia é construir a sequéncia de tras para frente. Mostraremos que para qualquer inteiro
positivo k > 1, existe uma tal sequéncia contendo exatamente k ntimeros distintos. Basta
encontrarmos uma sequéncia que satisfaga:

Tpio = mde(xy, Tpy1) +2, YV >1. (1)

pois a multiplicagao de todos os termos por 1004 produz a sequéncia do problema. De-
(an—1 —2)(an—2 — 2)
) 2

E facil ver por indugdo que todos os a; serdo pares e que a sequéncia é crescente. Con-
sequentemente, todos os a; com ¢ > 1 sdo inteiros e distintos. Além disso, definamos os

finamos a; = 4,ay = 6,a3 = 8,a4 = 2(az — 2) € a, = para n > 5.

termos com indices nao positivos por asy = 4,a3r_1 = 6,a3x_2 = 4 para k < 0.
...06,05,04,03 = 8,a0 = 6,01 = 4,00 =4,a_1 =6,a_92=4,a_3=4,a_4=6,...

Afirmamos que a sequéncia anterior satisfaz mdc(a, 42, ant1)+2 =a, Vn € Z. E imediato
verificar isso para n < 1 Para n = 2, mdc(as,a3) + 2 = mdc(12,8) + 2 = 6 = ag. Para
n> 2,

an - 2 an - 2 an -
(@ns1 2)( ) yan+1)+2 = mde((ap41)

2
mdc(an42, ant1)+2 = mde( —ap+2, ap41)+2



Portanto,

Ap—1 — 2

mdc(ap+2, ant1) + 2 = mde(a, — 2, (a, — 2) 5

)+2=a,—2+2=a,.

Para encontrarmos uma sequéncia satisfazendo (1) com exatamente k > 1 termos distintos
basta escolhermos 1 = ap e 9 = ar_1 e definirmos o resto da sequéncia usando a relagao
de recorréncia x,49 = mdc(xy, Tpi1) + 2

Problemas Propostos

Problema 7. Resolva em inteiros a equagao:

Ty Tz yE

z y x
Exemplo 8. Alguns inteiros positivos estdo escritos no quadro. Podemos apagar quaisquer
dois inteiros distintos e substitui-los pelo mdzimo divisor comum e o minimo divisor comum
dos dois numeros. Prove que eventualmente a operacdo de alterar os numeros nao serd mais
executada.

Exemplo 9. Mostre que se k > 1 entio 2= # —1 (mod k)

Exemplo 10. (Esténia 2005) Sejam a, b inteiros positivos primos entre si tais que (a +
b)/(a—"0b) € um inteiro positivo. Prove que ao menos um dentre os nimeros ab+1 e 4ab+1
€ um quadrado perfeito.

Exemplo 11. (Ibero 1999) Seja n um inteiro maior que 10 tal que cada um de seus digitos
pertence ao conjunto S = {1,3,7,9}. Prove que n tem algum divisor primo maior ou igual
a 11.



