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A Funcao Parte Inteira - |l

Exemplo 1. Considere um tabuleiro T', de dimensdes m X n, onde m e n sdo inteiros posi-
tivos. Prove que uma diagonal de T' passa por exatamente m~+n —mdc(m,n) quadradinhos
1x1.

Suponhamos os quadradinhos de lado unitdrio. Vamos fazer primeiro o caso em que
mdc(m,n) = 1. Esse tabuleiro em Z x Z pode ser reperesentado por um retangulo de
vértices : O = (0,0),4A = (m,0),B = (m,n),C = (0,n). Queremos porvar que a diago-
nal OB passa por exatamente m + n — 1 quadradinhos. Quando esta diagonal corta um
quadradinho, um segmento de reta dela, fica totalmente contido no quadradinho. Basta
contarmos em quantos segmentos esses quadradinhos dividem OB.

Se um vértice, digamos (a, b), de algum dos quadradinhos do tabuleiro estd em OB, usando
semelhanca de triangulos podemos concluir que:

m

a = —b=
n

an = bm

Como m|an e mdc(m,n) = 1, temos m | a resultando que a = 0 ou @ > m. No pri-
meiro caso (a,b) = O e no segundo, como a < m pois a estd no inteiror do retangulo,
temos (a,b) = B. Assim, OB nao contém vértices de quadradinhos diferentes de O e B.
Consequentemente OB corta cada uma das retas ¢ = 1,2,...m—1ley =1,2,...n—1
em pontos distintos determinando assim m + n — 2 pontos sobre OB. Juntando esses
m + n — 2 pontos marcados sobre a diagonal com O e B teremos m + n pontos e por
conseguinte OB corta m +n — 1 quadradinhos. Agora se mdc(m,n) = d podemos escrever
m = dmj,n = dn; com mdec(my,n;) = 1. Divida agora o tabuleiro em d sub-tabuleiros :

TZ' = {Oz = ((’L — 1)m1,(i — 1)TL1>,AZ' = (iml,O),Bi = (iml,z’nl),Ci = (O,inl)} para
1 <i < d. Basta usar o que fizemos para cada um desses sub-tabuleiros.
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Exemplo 2. Suponha que mdec(p,q) = 1. Entdo

-1, . -1, .
qz VPJ :pz V(IJ _ (-1 —-1)
=1 L1 = LP 2
Prova: Considere o retangulo T'= O = (0,0), A = (¢,0), B = (¢,p),C = (0,p). Claramente
existem (p — 1)(¢ — 1) pontos de Z x Z no interior do retangulo 7. Pelo exemplo anterior,

(p=1)(g=1)
2

nao pode existir pontos de Z x Z na diagonal OB. Por simetria, existem pontos

]
no interior do retangulo OAB. Dado 1 <i < (¢ — 1) existem exatamente {pJ pontos da
q

VPJ _(p-D-1)

q—1
forma (i,7) € Z x Z no interior do triangulo OAB. Assim Z 5
q

i=1

Conjugados

Suponha que « seja um irracional e que estamos interessados em calcular o resto de |a" |
mod m. Nesse caso, tentaremos encontrar S tal que 0 < S <1, a+ e af € Z. Para
entendermos o propésito disso, considere a equacio: 22 —ax —b =0onde a = a+ 3 e
b= af. Como « e 3 sdo raizes:

a?=aa+b = oa""'=aa” +ba"!

B2=af+b = [ =ap"+bp""!

1

Se K, = a" 4+ ", temos K, +1 = aK, +bK,_1. Como a e b sdo inteiros e K1 = a+ € Z,
Ky = (a + B)? — 2a8 € Z, segue que K,, € Z para todo natural n. Além disso,
K,eZ =
{a"} + [o"]| +{B"} + [B"] € Z
Consequentemente {a"}+{8"} € Z. Como 0 < {a"}+{f"} < 2, devemos obrigatoriamente
ter {a"} + {p"} = 1. Usando que 0 < 8 < 1, também podemos concluir que |f"] = 0
e por conseguinte K,, = |a™| 4+ 1. Conhecendo-se a recursao de K,,, podemos facilmente
determinar o periodo dos restos dos termos da sequéncia na divisdo por m. Os préximos

exemplos servirao para ilustrar essa heuristica. Também podemos modificar um pouco a
idéia anterior para tratar do caso —1 < 8 < 0.

Exemplo 3. Prove que, para todo natural n temos:

(=)

Prova: Sejam o = ”T‘/‘aﬂ efl= LT@ Se K,, = a" + ™, entao:

Kns1 = TK, — 3K,_1.
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Como K1 = 7 =1 (mod 3) e K = 43 = 1 (mod 3). Temos que todos os termos da
sequéncia K, sao inteiros e que todo deixam resto 1 na divisao por 3 pois K41 = 7K, = K,
(mod 3). Portanto,

"] +1=K,=1( mod 3)Vn eN.

Exemplo 4. Encontre a maior poténcia de 2 que divide | (3 ++/11))%"+1].
Sejam a =3+ /11, =3 — V1l e K,, = o™ + ". Entao, K11 = 6K, + 2K, 1.

Lema: 2n+1 | Kgn (§] 2n+1 || K2n+1

Provaremos o lema por inducdo. Suponha que 25! | Ky e que 257! || Kyyq, ou seja,
Kop = 2"1a e Ko 1 = 2871 com b =1 (mod 2). Ento:

Kopro = 6-2F1p4 2. 98 g = 9k+2(3p 4 )
Kojro = 6-2F72(3b+a) +2- 2" 1a = 28+2(18b + 7a)

e o resultado segue. Assim,

K2n+l — La2n+1J + LB2n+1J +{/62n+1} +{a2n+1}
= o™+ (-1)+1
— La2n+1J
pois —1 < 8 < 0 e consequentemente |3?"*1| = —1. Dai, em virtude do lema, a maior

poténcia de 2 é 271,

Problemas Propostos

Problema 5. (Teste de Selecio do Brasil para a Cone Sul)Prove que para todo inteiro
positivo k , a parte interia do nimero (7 4 4v/3)F € impar.

1
Problema 6. (Olimpiada Iraniana) Mostre que, k™ — |k"| =1 — w onde k =2+ /3.

Problema 7. (Hungria 2000) Se A = (1000 + /10002 + 1)1999 " determine o 2000-ésimo
algarismo apds a virgula de sua representacao decimal.

Problema 8. Prove que para todo inteiro m > 2 existe um irracional r que depende de m,
tal que |7%] = —1( mod m).

Problema 9. Considere a sequécica de reais positivos ai,as, ..., tal que a1 = 1 ap = apy1 +
Gn+2, para todo inteiro n > 0. Prove que o digito das unidades de — nao pode ser 0,3,5

a;

ou 8 para todo i € N.

Ya™ || b significa que a™ | b mas a™ T { b
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Problema 10. (Seletiva do Brasil para a IMO-2001) Encontre todos os naturais n tais que

) 1++/5

o € um inteiro onde ov = 5

a™ —n

Problema 11. (Revista Eurcka)Seja o a maior raiz da equacdo x3 — 322 +1 = 0. Prove
que |a?0%| ¢ divisivel por 17.

Problema 12. (Taiwan 1998) Mostre que, para inteiros positivos m e n , mdc(m,n) =
m—1
kn
2 E — — .
2 {mJ +m+n—mn

Problema 13. (Balcanica 2003) Seja ABCD um tabuleiro m x n de quadrados unitdrios.
Assuma que mde(m,n) =1 e m, n sao impares. Os pontos de intersecio entre a diagonal
principal AC' e os lados dos quadrados unitdrios sao Ay, Asg, ..., Ay , nesta ordem (k> 2) e

vVm?2 + n?
AL = A, Ay = C. Prove que AiAs — AgAs + AgAy — ..+ (—1)F A, Ay = Y217

mn

Problema 14. (Gedrgia 1998) dado n > 5 , as retas © = n e y = n sio desenhadas no
plano cartesiano. considere os pontos com coordenadas inteiras no interior (ou bordo) do
quadrado formado por essas retas e pelos eizos. Quantos desses pontos tem a soma das
coordenadas multiplo de 5¢

Problema 15. Um jogador solitdrio recebe apds cada jogada a ou b pontos (a e b sdo
inteiros positivos com a < b) e estes se acumulam jogada apds jogada. Existem 35 valores
impossiveis para a pontuac¢do acumulada e um desses valores é 58. Encontre a e b.
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