Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Teoria dos Numeros - Nivel 3 Aula
Carlos Gustavo Moreira
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1 mdc, mmc e Algoritmo de Euclides

Dados dois nimeros inteiros a e b com a # 0 ou b # 0, a cada um deles
pode-se associar seu conjunto de divisores positivos, D, e D; respectivamente,
e a interseccao de tais conjuntos D, N Dy, é finita (pela “limita¢ao”) e nao vazia
(j& que 1 pertence a intersec¢ao). Por ser finito, D, N D; possui elemento
méximo, que é chamado de mazimo divisor comum (mdc) dos nimeros a e b.
Denotamos este nimero por mdc(a,b) (alguns autores usam a notagao (a,b)).
Para a = b = 0 convencionamos mdc(0,0) = 0. Quando mdc(a,b) = 1 dizemos
que a e b sao primos entre si.

Por outro lado, se denotamos por M,, o conjunto dos multiplos positivos de
n, dados dois numeros inteiros a e b com a # 0 e b # 0, entdo a interseccao
M, N My é nao vazia (ja que |ab| estd na intersec¢ao). Como os naturais sdo bem
ordenados, M, N M; possui elemento minimo. Tal ntimero é chamado minimo
maltiplo comum (mmc) de a e b e o denotaremos por mmc(a, b) (alguns autores
escrevem [a, b]).

Para calcularmos o mdc e o mmc de maneira eficiente, vamos descrever
o chamado algoritmo de Fuclides ou algoritmo das divisoes sucessivas. Pri-
meiramente, vamos relembrar o conceito de divisao euclidiana, ou divisao com
resto, que é uma das quatro operagoes que toda crianga aprende na escola. Sua
formulacao precisa é: dados a,b € Z com b # 0, existem ¢, € Z com

a=bqg+r e 0<r<lb.

Tais ¢ e r estdao unicamente determinados pelas duas condi¢oes acima (veja o
argumento a seguir) e sdo chamados o quociente e resto da divisdo de a por b.
O resto r é também denotado por a mod b.

Para x € R, definimos o piso ou parte inteira |x| de x como sendo o tnico
k € Z tal que k < x < k + 1; definimos o teto [x]| de x como o tnico k € Z tal
que k—1 < z < k. Por exemplo, temos [v2| = 1, [v/2] =2, [10| = [10] = 10,
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|-7| = —4 e [-w] = —3. Podemos agora mostrar a existéncia de ¢ e r
satisfazendo as duas condigoes acima: basta tomar

q:{La/bJ se b> 0

Fa/b] <0 r=a—bg em ambos 0s casos
a se b <

e é facil verificar que 0 < r < |b| a partir das definigbes das fungoes piso e teto.
Por outro lado, se a = bgq; +r; = bga + 12 com 0 < 71, r9 < |b], entdo temos que
ro —r1 = b(g1 — g2) é um multiplo de b com |rg —r1| < |b|, portanto o —r; =0
e assim ¢; = ¢ também, o que prova a unicidade.

Podemos agora descrever o algoritmo de Euclides para calcular o mdc, que
se baseia na seguinte simples observagao:

Lema 1 (Euclides). Se a = bq + r, entdo mdc(a,b) = mdc(b, 7).

Demonstragao. Basta mostrar que D,N Dy = Dy,N D, ja que se estes conjuntos
forem iguais em particular os seus maximos também serao iguais. Se d € D,NDy
temosd|aed|b,logod|a—bg <= d|reportanto d € DN D,. Da mesma
forma, se d € Dy N D, temos d | bed | r,logod|bg+1r < d|aeassim
d e D, N Dy. ]

O algoritmo de Euclides consiste na aplicacao reiterada do lema acima onde
g e r sdo o quociente e o resto na divisdo de a por b (note que o lema vale
mesmo sem a condi¢ao 0 < r < |b]). Como os restos formam uma sequéncia
estritamente decrescente, o algoritmo eventualmente para quando atingimos o
resto 0.

Exemplo 2. Calcule mdc(1001, 109).

SOLUGAO: Realizando as divisoes sucessivas, temos

1001 =109 -9+ 20

109 =20-54+9
20=9-2+2
9=2-4+41
2=1-240

Assim, temos mdc(1001,109) = mdc(109,20) = mdc(20,9) = mdc(9,2) =
mdc(2,1) = mde(1,0) = 1. O

Exemplo 3. Sejam m # n dois nimeros naturais. Demonstrar que

1  sea € par,

mdc(a®” +1,a*" +1) = { o
2 sea € impar.

SOLUGAO: Suponha sem perda de generalidade que m > n e observe a fato-
racao

" — 1= + 1)@+ 1)@ +1).. . (a + 1) —1)
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Logo a®" +1 = (a®" +1)-¢+2 com q € Z e assim

mde(a®” +1,6*" + 1) = mdc(a®” +1,2)
que é igual a 2 se a®" + 1 for par, isto é, se a for fmpar, e é igual a 1 caso
contrario. O

Além de servir de ferramenta computacional para o cdlculo do mdc, a divisao
euclidiana tem consequéncias tedricas importantes. O proximo teorema mostra
que é sempre possivel escrever o mdc de dois ndmeros como combinagao linear
destes (com coeficientes inteiros).

Teorema 4 (Bachet-Bézout). Sejam a,b € Z. Entao existem x,y € Z com
ax + by = mdc(a, b).
Portanto se c € Z € tal que c | a e c|b entao c | mdc(a,b).

Demonstragao. O caso a = b= 0 é trivial (temos z = y = 0). Nos outros casos,
considere o conjunto de todas as combinagoes Z-lineares de a e b:

I(a,b) déf{a:vqtby:x,yEZ}

Seja d = axo + byp o menor elemento positivo de I(a,b) (hd pelo menos um
elemento positivo, verifique!). Afirmamos que d divide todos os elementos de
I(a,b). De fato, dado m = az + by € I(a,b), sejam q,r € Z o quociente e o
resto na divisao euclidiana de m por d, de modo que m =dg+r e 0 < r < d.
Temos

r=m—dq=a(x —qro) + by — qyo) € I(a,b).

Mas como r < d e d é o menor elemento positivo de I(a,b), segue que r =0 e
portanto d | m.

Em particular, como a,b € I(a,b) temos que d | a e d | b, logo d < mdc(a, b).
Note ainda que se ¢ | a e ¢ | b, entao ¢ | axg + byy <= ¢ | d. Tomando
¢ = mdc(a,b) temos que mdc(a,b) | d o que, juntamente com a desigualdade
d < mdc(a, b), mostra que d = mdc(a, b). O

Corolario 5. Sejam a,b,c € Z. A equacgao
ar + by =c
admite solugdo inteira em ey se, e somente se, mdc(a,b) | c.

Demonstragdo. Se a equagao admite solucao inteira, entdo mdc(a,b) divide o
lado esquerdo, logo deve dividir o direito também. Reciprocamente, se mdc(a, b) |
¢, digamos ¢ = k - mdc(a,b) com k € Z, pelo teorema acima existem inteiros
xo e Yo tais que axg + byg = mdc(a,b) e multiplicando tudo por k obtemos que
x = kxg e y = kyp sao solugoes da equacao dada. O

Temos uma outra importante consequéncia do teorema anterior:
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Proposi¢cao 6. Se mdc(a,b) =1 e a | be, entdo a | c.

Demonstragao. Como mdc(a,b) = 1, existem x,y € Z tais que az+by =1 —
a-cx+ (bc) -y = c. Do fato de a dividir cada termo do lado esquerdo, temos
que a | c. O

Lembramos que um natural p > 1 é chamado primo se os tnicos divisores
positivos de p sdo 1 e p e um natural n > 1 é chamado composto se admite outros
divisores além de 1 e n. Observemos que 1 nao é nem primo nem composto.

Claramente, se p é primo e p { a temos mdc(p, a) = 1. Usando a proposigao
anterior e indugao temos o seguinte resultado:

Corolario 7. Seja p um nimero primo e sejam ay,...am € Z. Sep| aj---am,
entdo p | a; para algum i, 1 <i < m.

O proximo lema resume algumas propriedades tteis do mdc:
Lema 8. Temos

1. Se p é primo, entao mdc(a,p) € 1 ou p.

2. Se k € um inteiro, entao mdc(a,b) = mdc(a — kb, b).

3. Se a| ¢, entdo mdc(a,b) | mde(c,b).

4. Se mdc(a,b) =1, entdo mdc(ac,b) = mdc(c, b).

Demonstragdo. O primeiro item é claro e o segundo é apenas uma reformulacao
do lemal[ll Para provar o terceiro item, observe que mdc(a,b) | a e a | ¢ implicam
que mdc(a, b) | . Como também temos mdc(a, b) | b, concluimos que mdc(a, b) |
mdc(b, ¢) por Bachet-Bézout. Finalmente, para mostrar o ultimo item, note
primeiro que mdc(c, b) | mde(ac, b) pois mdce(c, b) divide simultaneamente ac e
b. Reciprocamente, para mostrar que mdc(ac, b) | mdc(c, b), podemos escrever
ax + by = 1 com z,y € Z por Bachet-Bézout. Assim, mdc(ac, b) divide ac -z +
b- cy = c e também divide b, logo divide mdc(c, b). O

Vejamos como podemos usar as propriedades acima para solucionar o se-
guinte

Exemplo 9. Sejam a, = 100+ n? e d, = mdc(ay,,an1). Calcular d,, para todo
n.

SOLUCQAO: Aplicando a propriedade 2 temos que
dp, = mdc(100 + 12,100 + (n 4 1)?) = mdc(100 + n?,2n + 1).
Como 2n + 1 é impar, mdc(4,2n + 1) = 1 e pelas propriedades 4 e 2 temos que

d, = mdc(400 + 4n? 2n + 1)
= mdc(400 + 4n% — (2n +1)(2n — 1),2n + 1)
= mdc(401,2n + 1).
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Como 401 é primo, entdo mdc(401,2n + 1) = 401 se 2n + 1 = 401k (com
k = 2r + 1 inteiro impar) e mdc(401,2n + 1) = 1 caso contrario, ou seja,

d - 401 sen =401r + 200 com r € Z
" 1 caso contrario.

O]

A préxima proposicao conecta o mdec e o mme de dois inteiros e pode ser
utilizada, juntamente com o algoritmo de Euclides, para o calculo eficiente do
mmec.

Proposicdo 10. Sejam a e b dois numeros naturais, entdo
mdc(a, b) - mme(a,b) = a-b.

Demonstragao. Escreva d = mdc(a,b) e a = a1d e b = bid onde a1,b; € Z sao
tais que mdc(aq,b;) = 1. Temos mmc(a,b) = al para algum [ € Z; além disso,
b | mmc(a,b) <= bid | a1dl < by | a1l. Como mdc(ay,b;) = 1, isto implica
que by | I pela proposicao [0l Pela defini¢ao de minimo miltiplo comum, temos
que [ deve ser o minimo nimero divisivel por by, assim concluimos que [ = by e
portanto mmc(a, b) = bya. Logo mdc(a,b) - mmce(a,b) = d - bja =a-b. O

A demonstracao que demos do teorema de Bachet-Bézout ndo mostra como
efetivamente encontrar uma solugao de ax + by = mdc(a,b). Porém, isto pode
ser feito utilizando-se o algoritmo de Euclides, como mostra o exemplo a seguir.
De fato, este exemplo pode servir como ponto de partida para uma segunda
demonstracao do teorema de Bachet-Bézout (veja os exercicios).

Exemplo 11. Encontre todos os x,y € Z tais que

1001z + 109y = mdc(1001, 109).

SOLUGAO: Fazemos as divisoes sucessivas para o cdlculo de
mdc(1001,109) = 1

utilizando o algoritmo de Euclides (veja o exemplo 2]). Em seguida, isolamos os
restos:

|

[\~
o

| =[1001]—[109]-
[109]-[20]-5
20]-[9]-2

1]-[0)-[2] 4

Note que a iltima divisao permite expressar o mdc 1 como combinagao linear

de 9 e 2:
9]-1-[2]-4=1.

(e}

9

F@

—_
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Mas da penultima divisao, temos que |2 |= — @ 2, logo substituindo esta

expressao na combinagao linear acima, temos

[9]- (20]-[9]-2)-4=1 < [9]-9—[20]-4=1

e agora expressamos 1 como combinagao linear de 20 e 9. Repetindo este
procedimento, eventualmente expressaremos 1 como combinacao linear de 1001
e 109. Tomamos o cuidado de quais sao os “coeficientes” a e b nas
equagoes ax + by = mdc(a, b) durante as simplificagoes. Continuando, obtemos

1=(109]-[20]-5)-9—[20]-4 =[109]-9 —[20]- 49
1=[109]-9 — (1001]—[109]- 9) - 49 = [1001]- (—49) +[109]- 450
Logo uma solugao da equagao 1001z + 109y = 1 é (z9,yo) = (—49,450). Para

encontrar as demais, escrevemos o lado direito desta equacao utilizando a solu-
¢ao particular que acabamos de encontrar:

1001z + 109y = 1001z¢ 4+ 109y <= 1001(z — z¢) = —109(y — yo)-

Como mdc(1001,109) = 1 temos pela proposicao [6l que 1001 divide y — yo, ou
seja, y — yo = 1001t para algum ¢ € Z e, portanto, z — zg = —109¢t. Assim,
as solugoes da equagao dada sao todos os pontos da reta 1001x + 109y = 1 da
forma

(z,y) = (xg — 109¢, yo + 1001¢) = (—49,450) + (—109,1001) - ¢
comt € 7. O

Em geral, o raciocinio do exemplo acima mostra que se mdc(a,b) = 1 e
(z0,y0) é uma solucdo da equacdo az + by = ¢, entao todas as solugdes inteiras
sao dadas por x = zg — bk e y = yg + ak com k € Z.

Exemplo 12. Sejam a,b inteiros positivos com mdc(a,b) = 1. Mostre que para
todo ¢ € Z com ¢ > ab— a — b, a equacao ax + by = ¢ admite solucdes inteiras
com z,y > 0.

SOLUGAO: Seja (xg, yp) uma solugao inteira (que existe pelo teorema de Bachet-
Bézout). Devemos mostrar a existéncia de um inteiro k tal que

x=x9—bk>—1 e y =y +ak > —1,

ou seja,

Yo +1 o+ 1
T

7yo+1 ato—‘rl)
a ' b

<k<

Mas isto segue do fato de o intervalo ( ter tamanho maior do que

1:
1.

m0+1_(_y0—|—1> _amo+byo+a+b_c+a—|—b>

b a ab ab
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Problemas Propostos

Problema 13. Mostre que
(a) 25 —1 €219 + 1 sdo primos entre si.
(b) 232 41 e 2* + 1 sdo primos entre si.

Problema 14 (IMO1992). Encontrar todos os inteiros a,b,c com1 <a <b<c
tais que (a — 1)(b—1)(c — 1) € divisor de abc — 1.

Problema 15. Mostre que, se n > 1, entao
n
k=1

1 1
2 n

=

nao € um numero inteiro.

Problema 16 (OBM1997). Sejam c € Q, f(z) = 22 + ¢. Definimos

o)==z, [ z) = f(f*(x)),¥n € N.

Dizemos que x € R € pré-periddico se {f™"(z),n € N} é finito. Mostre que
{z € Q| x € pré-periddico} € finito.

Problema 17. Demonstrar que se mdc(a,2"t!) = 2" e mdc(b,2"*!) = 27,
entdo mdc(a + b, 27T1) = 27+l

Problema 18. Demonstrar que se a, b, ¢, d, m en sdo inteiros tais que ad—bc =
1 e mn #0, entao

mdc(am + bn, cm + dn) = mdc(m, n).
Problema 19. Seja F,, o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci.

(a) Encontrar dois nimeros inteiros a e b tais que 233a + 144b = 1 (observe
que 233 e 144 sdao termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci).

(b) Mostre que mdc(Fy, F,41) = 1 para todo n > 0.
(¢) Determine x,, ey, tais que Fy, - &y + Fpi1 - yn = 1.

Problema 20. Sejam a e b dois inteiros positivos e d seu mdximo divisor comum.
Demonstrar que existem dois inteiros positivos x e y tais que ax — by = d.

Problema 21. Definimos a sequéncia de fracoes de Farey de ordem n como o

congunto de fragoes reduzidas § tais que 0 < ¢ <1, 1 <b < n. Por exemplo a

sequéncia de Farey de ordem 3 € %, %, %7 %7 %

(a) Demonstrar que se § e § sio dois termos consecutivos de uma sequéncia

de Farey, entao cb — ad = 1.
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(b) Demonstrar que se ’;—11, Z—;, Z—: sao trés termos consecutivos de uma sequéncia

a2 _ aitas
b2 b1+b3 °

de Farey, entao

Problema 22. Utilize indug¢ao em min{a,b} e o algoritmo de Euclides para
mostrar que ax + by = mdc(a,b) admite solu¢ao com x,y € 7Z, obtendo uma
nova demonstracao do teorema de Bachet-Bézout.

Problema 23. Sejam a e b nimeros inteiros positivos. Considere o conjunto
C={ax+by|z,yeN}

Lembre-se de que jd mostramos no exemplo I3 que todo nimero maior que
ab — a — b pertence a C.

(a) Demonstre que o nimero ab —a — b ndo pertence a C.
(b) Achar a quantidade de nimeros inteiros positivos que nao pertencem a C.

Problema 24 (IMO1984). Dados os inteiros positivos a, b e ¢, dois a dois primos
entre si, demonstrar que 2abc — ab — bc — ca € o maior numero inteiro que nao
pode expressar-se na forma xbc+yca+ zab com x, y e z inteiros ndo negativos.

Problema 25 (IMO1977). Sejam a, b inteiros positivos. Quando dividimos a® +
b2 por a + b, o quociente é q e o resto é r. Encontrar todos os a,b tais que
q* +r=1977.

Problema 26. Demonstrar que mde(2® — 1,20 — 1) = 2mde(@b) _ 1 para todo
a,beN.

Problema 27. Encontrar todas as funcgoes f : N* x N* — 7Z satisfazendo
simultaneamente as sequintes propriedades

(i) f(a,a) =a.
(i) f(a,b) = f(b,a).
(iii) Se a > b, entao f(a,b) = -% f(a —b,b).

Dicas e Solugoes

14. Mostrar primeiro que a < 4 e considerar os possiveis casos.
15. Considere a maior poténcia de 2 que é menor ou igual a n.

16. Mostre que, dado ¢ racional, existe M > 0 tal que, se |z| > M, entao
|f(x)| > |z|, e existe um inteiro positivo s tal que, se x é um racional cujo
denominador, em sua representagao reduzida, é ¢ > s, entao o denomi-
nador de f(x) (em sua representacao reduzida) ¢é estritamente maior que

q.
18. Observe que d(am+bn)—b(cm+dn) = m e —c(am—+bn)+a(cm+dn) = n.



21. Vamos provar que os dois itens valem para todo inteiro positivo n, por

inducao. Isto é facilmente verificivel para n = 1 e n = 2. Considere

agora a sequéncia de fragoes de Farey de ordem n + 1, e seja ;77 uma

fragao irredutivel em (0,1). Seus dois vizinhos nessa sequéncia de Farey
tém denominadores menor que n+ 1 (as distancias de 47 as fragoes mais
pr(’)ximas de denominador n sao menores que %, e sao multiplos inteiros
~ . . 1 . a c .
de m, donde Sa0 menores ou 1guals a n—H) Sejam 7 e § esses dois
a __ v £ o u w

vizinhos, com ¢ < n—ﬂ . Temos TH 7= b(n+1) e =

para certos 1ntelros posmvos v e w, donde (n ) + 3 (n+1) —

(por hipétese de inducao, pois § e § sao vizinhos na sequenma de Farey
de ordem n), ousejan+1 = vd+wb > b+d. Como § < Z_tfl < efey

sao os vizinhos de 17, segue que 4 = zTJrg. Temos (a+c)b a(b+d) =
cb—ad =1eclb+d)—(a+c)d =cb—ad =1, e as duas afirmagoes

seguem por inducao.

24. Se 2abc — ab — bec — ca = xbc 4 yca + zab com x, y e z inteiros positivos,
a divide (z 4 1)bc, donde = > a — 1; analogamente, y >b—1ez >c—1,
donde xzbc + yca + zab > 3abc — ab — be — ca > 2abe — ab — be — ca.

Seja agora k > 2abc — ab — bc — ca inteiro. Entao, como 1 = mdc(be,a) =
mdc(be, mde(ca, ab)), k se escreve como ubc+veca+wab, para certos u, v, w
inteiros. Como ubc+vca+wab = (u—ta)be+ (v —sb)ca+ (w+ (t+s)c)ab,
para quaisquer t, s inteiros, podemos supor sem perda de generalidade que
0<u<a—1le0<wv<b—1. Assim, ubc+vca < (a—1)bc+ (b—1)ac =
2abc — bc — ca, donde wab = k — (ubc +vca) > k — (2abc — bc — ca) > —ab,
e logo w > 0.

26. Pelo algoritmo de FEuclides aplicado aos expoentes, basta mostrar que
mdc(209+7 — 1,2° — 1) = mdc(2° — 1,2" — 1). Mas isto segue novamente
do lema de Euclides, pois 2%+" — 1 = 27(2% — 1) + 2" —1 e 2% — 1 =
(20 —1)(200@=1) 4 2b(a=2) ... 4 2b 4 1) ¢ um miltiplo de 2 — 1.

27. Prove por indugao em a+ b que f(a,b) = mmc(a,b) para quaisquer a,b €
N*.
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