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Niuimeros primos, nimeros compostos e o Teorema
Fundamental da Aritmética

1 O Teorema Fundamental da Aritmética

Estamos agora prontos para enunciar o teorema que caracteriza todo niimero
natural em termos de seus “constituintes” primos.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja n > 2 um nimero na-
tural. Podemos escrever n de uma unica forma como um produto

n=piPm
onde m > 1 € um natural e p1 < ... < Py 8GO PrimMOS.

Demonstragcdo. Mostramos a existéncia da fatoracdo de n em primos por in-
dugdo. Se n é primo ndo ha o que provar (escrevemos m = 1, p; = n). Se n
é composto podemos escrever n = ab, a,b € N, 1 <a <n,1 <b<n. Por
hipotese de indugao, a e b se decompoem como produto de primos. Juntando
as fatoragoes de a e b (e reordenando os fatores) obtemos uma fatoragao de n.

Vamos agora mostrar a unicidade. Suponha por absurdo que n possui duas
fatoragoes diferentes

n=p1 " Pm=4dq1" " qm,

com p; < ... < pyy, g1 < oo < gy € que 1 é minimo com tal propriedade.
Como p1 | g1 - @y temos p1 | ¢; para algum valor de i pelo coroldrio ?7. Logo,
como ¢; é primo, p1 = ¢; € p1 > ¢1. Analogamente temos ¢; < p1, e portanto
p1 = q1. Mas

n/pL=p2-Pm =G G
admite uma tnica fatoracao, pela minimalidade de n, donde m = m' e p; = ¢
para todo i, o que contradiz o fato de n ter duas fatoracoes. O

Outra forma de escrever a fatoragao acima é

€ (4
n=p...om,
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com p; < -+ < pm € € > 0. Ainda outra formulacao é escrever
n = 2923%5% . p° ...

onde o produto é tomado sobre todos os primos mas apenas um numero finito de
expoentes é maior do que zero. Vamos nos referir a qualquer destas expressoes
como a fatoracdo candnica de n em primos.

A fatoracdo unica em primos se aplica em contextos mais gerais, como ve-
remos mais tarde. Aqui, como aplicacao imediata do Teorema Fundamental da
Aritmética, vamos mostrar a prova atribuida a Euclides para a existéncia de
infinitos primos (uma prova com mais de 2000 anos e que ainda funcional).

Teorema 2 (Euclides). Ezistem infinitos primos.

Demonstragao. Suponha por absurdo que p1, po, . . ., pm fossem todos os primos.
O nimero N = p1ps...pm + 1 > 1 nao seria divisivel por nenhum primo p;, o
que contradiz o Teorema Fundamental da Aritmética. O

Observe que ndo provamos que pips . .. Pm + 1 é primo para algum conjunto
finito de primos (por exemplo, os m primeiros primos). Alids, 2-3-5-7-11-134+1 =
30031 = 59 - 509 nao é primo. Nao se conhece nenhuma férmula simples que
gere sempre nimeros primos.

Embora a quantidade de primos seja infinita, uma questao natural é saber
0 quao “raros” ou “frequentes” eles sao. Na segunda parte do livro, discutiremos
mais a fundo esta questao sobre a distribuicao dos primos. Por outro lado,
¢é interessante notar que existem cadeias arbitrariamente longas de nimeros
compostos consecutivos: na sequéncia

k+D)!+2,(E+1)+3,(k+ 1) +4,...,(k+ 1)+ (k+1),

nenhum termo é primo, pois eles admitem fatores préprios 2,3,4,...,k + 1,
respectivamente.

Uma interessante prova alternativa, devida a Erdds, de que existem infinitos
primos é a seguinte:

Suponha, por contradi¢do, que existe um nimero finito de primos, digamos
P1,P2, ..., PE. Seja m um numero natural. Entao podemos escrever qualquer
numero m < n na forma m = m%mg, onde m% <ne

ak

my = pit - py’ -y onde a = 0 ou 1 para cada k.

Assim, considerando todas as possiveis maneiras de escrever os naturais m < n,
temos: 2* escolhas para msy e no maximo |/n] escolhas para m;. Ou seja, para
todo n natural, vale que

n < 2ky/n,

0 que ¢é absurdo, pois esta desigualdade nao vale para n suficientemente grande.
O

Exemplo 3 (OIbM1987). A sequéncia p, é definida da sequinte forma:

(i) pr =2.
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(i) Para todo n > 2, p, € o maior divisor primo da expressao
p1p2ps - - pn—1 + 1.

Demonstre que p, € diferente de 5.

SoLugAo: Dado que p1 = 2, po = 3, p3 = 7, segue-se que para qualquer n > 3,
P1P2 - - - Pn_1 € multiplo de 2 e de 3, portanto p1ps2 - -pn_1 + 1 ndo é multiplo
nem de 2 nem de 3. Além disso, como p; = 2, entdao p, é impar para todo
n > 2, assim pips - - - pp—1 nao é multiplo de 4.

Suponhamos que exista n tal que p, = 5, isto é, o maior divisor primo de
P1p2- - Pn1+ 1 €é5. Como 2 e 3 nao dividem p1p2 - - - pn_1 + 1, temos que

pip2- - Pn—1t+1= 5k
Portanto
pip2 P =5 —1=06-1GE 452 4 454 1),

logo 4 | p1p2 - Pn—1, 0 que é uma contradigao. ]

Exemplo 4. Determine todas as ternas (a,b,c) de inteiros positivos tais que
a? =20 4 ¢t

SOLUGAO: Como a? = 2" + ¢ <= (a — c?)(a + ¢?) = 2%, pelo Teorema
Fundamental da Aritmética existem dois naturais m > n tais que m + n = b,
a—c>=2"ea+c® =27 Subtraindo as duas tltimas equacdes, obtemos
que 2¢? = 2™ — 2" assim ¢? = 2" 1(2™7" — 1). Como 2" ! e 2™ — 1 sdo
primos entre si, e o seu produto é um quadrado perfeito (i.e. os expoentes das
poténcias de primos distintos sao pares), novamente pelo Teorema Fundamental
da Aritmética 2"~ ! e 2" — 1 devem ser quadrados perfeitos. Assim, n — 1
é par e 2" — 1 = (2k — 1)? para algum inteiro positivo k. Como 2™ =
(2k —1)2 + 1 = 4k(k — 1) + 2 é divisivel por 2 mas nio por 4, temos m —n = 1.
Assim, fazendo n — 1 = 2t, temos que todas as solugbes sao da forma (a, b, c) =
(3-22% 4t +3,2!) com t € N e é facil verificar que todos os ntimeros desta forma
sao solucgoes. O

Do Teorema Fundamental da Aritmética, segue que todo divisor de n =

pit...pSr é da forma
it

com 0 < d; < e;. Assim, obtemos o outro algoritmo usual para calcular o mdec
de dois numeros: fatoramos os dois niimeros em primos e tomamos os fatores
comuns com os menores expoentes. Este algoritmo é bem menos eficiente do que
o de Euclides para inteiros grandes (que em geral nao sabemos fatorar de forma
eficiente computacionalmente) mas ¢ instrutivo saber que os dois algoritmos
dao o mesmo resultado. Além disso, este algoritmo tem consequéncias tedricas
importantes, como por exemplo o
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Corolario 5. Se mdc(a,n) = mde(b,n) = 1, entao mdc(ab,n) = 1.
Demonstracao. Evidente a partir do algoritmo descrito acima. O

Para encerrar esta secao, vejamos ainda algumas outras aplicagoes do Teo-
rema Fundamental da Aritmética.

Proposicdo 6. Seja n = pi*...pSm a fatoragao de n em poténcias de primos
distintos p; e seja o(n) e > djn, d>0 d* a soma das k-ésimas poténcias dos
divisores positivos de n. Entao
(ea+l)k 1 (em+1)k 1
Uk(n):plki'--“pmki
by — 1 Pm — 1

Para k =0, a formula acima deve ser interpretada tomando-se o limite k — 0,
de modo que a quantidade de divisores positivos den € og(n) = (e1+1) -+ (€m+

1).

Demonstragao. Como a soma na defini¢cao de ok (n) percorre todos os niimeros

da forma dF = pillk .pdmk com 0 < d; < e;, temos a seguinte fatoragio:
on(n) = (L+pf +pi* + -+ 00" - (Lo, +pi -+ o).
T (Ei+l)k_1
Somando as progressoes geométricas 1 + pf + p?k + 4 pitt = P@}jT’ o}
resultado segue. ' O

Proposicao 7 (Fatores do Fatorial). Seja p um primo. Entao a maior poténcia
de p que divide n! € p® onde

- B3

Observe que a soma acima ¢ finita pois os termos L]%J sao eventualmente zero.

Demonstragdo. No produton! = 1-2-...-n, apenas os miltiplos de p contribuem
com um fator p. H4 L%J tais multiplos entre 1 e n. Destes, os que sao multiplos
de p? contribuem com um fator p extra e hé LI%J tais fatores. Dentre estes
ultimos, os que sdao miltiplos de p3 contribuem com mais um fator p e assim

por diante, resultando na férmula acima. O
Exemplo 8. Determine com quantos zeros termina 1000!.

SOLUCAO: O problema é equivalente a determinar qual a maior poténcia de 10
que divide 1000! e como hd muito mais fatores 2 do que 5 em 1000!, o expoente
desta poténcia coincide com o da maior poténcia de 5 que divide 1000!, ou seja,

1000 N 1000 N 1000 N 1000 o9
5 52 53 S

Assim, 1000! termina com 249 zeros. O




POT 2012 - Teoria dos Ntiméro® -TNGRESIA AGNIZAMEAYIOSLGs tART TVIBFETEA

Problemas Propostos

Problema 9. Mostre que se n € um nimero natural composto, entdaon € divisivel
por um primo p com p < |\/n].

Problema 10 (IMO1989). Prove que, para todo inteiro positivo n, exristem n
inteiros positivos consecutivos, nenhum dos quais € poténcia de primo.

Problema 11 (Chi1998). Encontre todos os n para os quais 1+ (1) + (5) + (3)
divide 22000,

Problema 12 (IMO2002). Sejam dy < dy < -+ < dj, os divisores positivos de
um inteiro n > 1. Seja d = dids + dods + - - - + dj_1dy,. Mostre que d < n® e
encontre todos os n para os quais d | n?.

Problema 13 (IMO1997). Encontre todos os pares (x,y) de inteiros positivos
tais que v = y*.

Problema 14. Generalizar o resultado anterior para V" = y*, onde = e y sdo
mteiros positivos.

Problema 15 (IMO1984). Sejam a,b,c,d inteiros impares tais que 0 < a < b <
c < d ead=be. Demonstre que se a +d =2 e b+ ¢ = 2™ para inteiros k e
m, entao a = 1.

Dicas e Solucoes

10. Considere os inteiros (n + 1)? + k,2 <k <n+ 1.

11. Note que 1+ (}) + (5) + (3) = (n+1)-% = (n+1).w.

2 2 2
12. Temos d = z7— + — +‘--+£—dl<n2'(ﬁ+%+3ﬁ+‘”)=

dr—1dg—2
2,01 1,1 1,1 1, _\_,2 , .
n“-(;—5+t5—3+z—z+)=n" Porogtrolado, sereomenorprlmo
que divide n?, temos que d > dj_1dj, = %. Como % ¢ o maior divisor

préprio de n? e d > dj,_1dy se k > 2, temos que d | n? se, e somente se,
n = p é primo.

13. Sejam x = p{*...pod" ey = pi* .. .pg" as fatoragoes canodnicas de x e y.

Temos «a; = % Bjex= yP/7 onde g = y% € Q, com p, g inteiros positivos
e mdc(p,q) = 1. Assim, p | oj e ¢ | B para todo j, donde x = aP e y = a¥,
para um certo inteiro positivo a. Se a = 1, temos z = y = 1, o0 que é uma
solugao. Suponhamos que a > 1. A igualdade vt = y* pode ser escrita
como (cﬂ’)y2 = (a%)®, que equivale a py? = gz, ou seja, pa®? = qaP. Se
2q > p, temos % =a??P €N, donde p=1 e a0~ = a??P = ¢, absurdo,
pois para todo a >2e qg> 1, a?? ! >29—1+4+1=2q > q. Se, por outro
lado, 2¢ < p, teremos g =aP 2 € N,donde ¢ = 1 e a?P2 = aP™21 = p.



Como 2" 2 > n,Vn > 5,3"2 >nVn >4ea"2>n,Va>4,n >3,
temos que as unicas possibilidades sao (a,p) = (2,4) e (a,p) = (3,3), o
que nos da as solugoes x = 16,y = 2 e x = 27,y = 3, que, junto com a
solucao x = y = 1, constituem todas as solugoes do problema.

15. Note que 28 —2™ = a+d—(b+c) = % +d—(b+c) = (d—b)(d—c)/d > 0.
Assim, se k > m. De ad = be, segue que a(2¥ —a) = b(2™ —b), o que
equivale a (b — a)(b+ a) = b> — a®> = 2™(b — 28"™qa). Como a e b sdo
impares, b—a e b+ a sdo pares, mas um deles nao é multiplo de 4. Assim,
temos duas possibilidades: b —a = 2™t e b+ a = 2s, com t e s fmpares
oub—a=2teb+a=2""ls comte s impares.

Seb—a=2""1teb+a=2s, comte s impares, temos em particular
b=a+2""1t > 271 absurdo, pois b+c=2"eb < ¢, donde b < 2™ L.

Seb—a=2teb+a=2""1s comte s impares, temos b =t + 2™ 2s
ea=2"2s—t e de 2"st = (b —a)(b+a) = 2™(b — 2¥"™a), temos
st =b—2F""g = (2k-m 1)t —2m2(2F-m _1)s = 2t — (2F-™m 1) (2" 25—
t) < 2t (pois 2™ 25 —t = a > 0). Assim, s < 2, donde s = 1, e logo
t=st=(2F"" 4 1)t —2m=2(2F™ _1)s = (2= 4 1)t —2m—2(2k—m 1),
donde 2m~2(2F=™m — 1) = 2k=™¢, Dai segue que m —2 =k —met =
ok—m _ 1 —=9m=2_ 1 donde a=2m325—t=2""2_¢=1.
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