Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Teoria dos Numeros - Nivel 3 Aula
Carlos Gustavo Moreira

Ordens e raizes primitivas

1 PolinoOmios

Dado um anel comutativo K, definimos o anel comutativo K [z] como sendo
o conjunto das expressdes da forma f(z) = ap + a1z + agz? + - + a,z" com
a; € K, chamados de polinémios com coeficientes em K. A soma e o produto
em K[z] sdo definidos da maneira usual: dados f(z) =Y, a;z’ e g(z) = >, b’
elementos de K|[z]| temos

F@) +g(@) €3 (as + by)ar'

i

f(@) - g@) E 3" et onde e = Y aiby.
k

i+j=k

Definimos o grau deg f(z) de um polindémio f(z) = ag+ a1x +agz® +- - -+ apa™
como sendo o maior i tal que a; # 0; o grau do polinémio nulo 0 é definido
como sendo —oo. Tal convencao visa a tornar vélidas as seguintes identidades
para todos os polinémios f(z),g(z) € K[x]:

deg(f(z) - g(x)) = deg f(z) + degg(z) e
deg(f(x) + g(x)) < max{deg f(z),degg(z)}.

O coeficiente do termo de maior grau de um polindémio é chamado de coeficiente
lider. Um polinomio cujo coeficiente lider é igual a 1 é chamado de monico.

Observe que nas defini¢oes acima x é um simbolo formal e ndo um elemento
de K. Apesar disso, cada polindomio f(x) = ag + a1z + asx? + - - - + apz™ define
uma fun¢do polinomial

f K=K
c»—>f(c):ao+a1c+a202—|—--'+anc"

também chamada de f. A distingao entre um polinémio e uma fungao polino-
mial é bem ilustrada pelo polinémio f(z) = 2P —x € (Z/(p))[x]: este polindmio
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¢ nao nulo pois seus coeficientes sao nao nulos, mas para todo ¢ € Z/(p) temos
f(e) = 0 pelo pequeno teorema de Fermat. Dado um polinémio f(z) € K|z],
qualquer ¢ € K tal que f(c) = 0 é chamado de raiz ou zero de f(x).

Como veremos nesta se¢ao, polinémios guardam muitas semelhangas com
nimeros inteiros. Por exemplo, podemos definir divisibilidade de polinémios
de maneira completamente andloga: d(x) | f(z) em Klz| se, e s6 se, existe
g(x) € K[z] tal que f(z) = d(x) - g(z). Temos também uma generalizagao da
divisao euclidiana:

Proposicao 1 (Algoritmo da divisdo). Seja K um corpo. Dados polinémios
f(z),g9(x) € K[z], com g(z) # 0, existem q(z),r(z) € K[z| (chamados res-
pectivamente de quociente e resto da divisao de f(x) por g(x)), unicamente
determinados, tais que

f(x) = q(x) -g(x) +r(x) com  degr(z) < degg().

Demonstragao. Sejam n = deg f(x) e m = degg(x). Para demonstrar a exis-
téncia de ¢(z) e r(x), procederemos por indugao sobre n. Note que se m > n,
entao basta tomar ¢(z) = 0 e r(x) = f(x), logo podemos supor que m < n. Se
n=m = 0, entdo f(x) = a e g(z) = b s@o ambos constantes nao nulas, logo
basta tomar g(x) = a/b e r(x) = 0 neste caso.

Agora suponha que n > 1. Escreva f(x) = apz™ + fi(z) e g(z) = bpz™ +
g1(x) com ay, # 0, by, # 0 e deg fi1(x) < n, deggi(z) < m. Observemos que o
polinomio f(x) — §=a2"""g(z) = fi(z) — §=2" " g1(x) é de grau menor que n.
Por hipétese de indugao existem dois polinomios ¢(z) e r(z) tais que

f<x>—§7’zx"-mg<x>=q<x>g<x>+r<x> com degr(z) < deg g(x).

Logo podemos escrever f(z) = (;2z""™ +q(x)) - g(x) + r(z), que era o que se
queria demonstrar.
Para demonstrar que os polinémios ¢(x) e r(z) sdo tnicos, suponha que

f(x) = qu(z)g(x) +ri(r) = g2(x)g(x) + ra()
com qi(x) # q2(z) e degri(z),degra(z) < degg(x). Entao ro(x) — ri(z) =
(q1(x) — g2(x))g(x) # 0 é um multiplo de g(z) de grau estritamente menor do

que deg g(z), o que é um absurdo. O

Corolario 2. Seja K um corpo, f(z) € K[x] e a € K. Entao

r—al f(&) < f(a)=0.

Demonstragao. Como deg(z — a) = 1, dividindo f(z) por z — a temos que
f(z) = (x —a)q(x) +r com r € K. Assim, substituindo  por a, temos que
f(a) = r donde o resultado segue. O

Proposicao 3. Seja K um corpo. Um polinémio f(x) € K[x] ndo nulo de grau
n tem no mdzimo n raizes em K.
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Demonstragao. A demonstragao é feita por indugdo em n = deg f(x); os casos
n =0 en =1 sao triviais. Se f(x) tivesse n + 1 raizes distintas ay, ..., anyt1,
entdo f(z) = (z — an+1)g(x) para algum g(z) € KJ[z| pelo corolario anterior.
Assim, para i # n + 1, terfamos 0 = f(a;) = (a; — an+1)g9(a;)) = g(a;) =0
pois (a; — an+1) # 0 é invertivel em K. Logo g(x), de grau n — 1, teria n raizes
distintas a1, ..., a,, contradizendo a hipétese de indugao. O

Note que o teorema anterior é falso se K nao é um corpo. Por exemplo, o
polinémio f(r) = 2? — 1 € Z/8Z[x] tem 4 raizes em Z/8Z, a saber 1,3,5,7.

Vejamos uma aplicacdo dos resultados anteriores quando K = Z/(p), p
primo. A primeira é uma nova demonstracao do teorema de Wilson:

Teorema 4. Seja p um primo. Considere a funcdo simétrica elementar o; em
1,2,...,p— 1 dada pela soma de todos os (pzl) produtos de © termos distintos
dentre 1,2,...,p— 1:

op=1424+---+(p-1)
op=1-24+1-34---+(p-2)(p—1)

op1=1-2-...-(p—1).

Entdo o1,...,0p—2 sdo todos mailtiplos de p e 0,1 = (p —1)! = —1 (mod p)
(teorema de Wilson).

Demonstracao. Pelo teorema de Fermat e pela proposicao anterior, temos que
1,2,...,p—1 sdo todas as rafzes de #P~! — 1 em Z/(p). Logo aplicando o
corolario e comparando coeficientes lideres obtemos a fatoracao

Pl T=-0)z-2) ...-(xr—p—1).

Mas o polindmio do lado direito é igual a 2Pl — FaP2 4 GoaP 3 — . 4
—1)P=15,_1. Comparando coeficientes, obtemos o resultado. ]
P

2 Ordem e Raizes Primitivas

Dado @ € (Z/nZ)*, definimos a ordem de @, denotado por orda, como o
menor inteiro t > 0 tal que @ = 1 em Z/nZ. Se a,n € Z com mdc(a,n) = 1,
definimos a ordem de a mddulo n, denotado por ord, a, como a ordem de @ €
(Z/nZ)*. Note que pelo teorema de Euler-Fermat, temos que ord,, a < ¢(n).
Se ord,, a = p(n), dizemos que a é raiz primitiva mddulo n. Por exemplo, 2 é
raiz primitiva médulo 5, pois 2! = 2, 22 = 4, 23 = 8, 2% = 16, que é a primeira
poténcia de 2 congruente a 1 médulo 5 e 4 = ¢(5).

O resultado basico mais importante sobre ordem ¢ a seguinte

Proposicdo 5. Temos que a' =1 (mod n) se, e s6 se, ord, a | t.



POT 2012 - Teoria dos Niimeros - Nivel 3 - 2ul®BDREVAHR AAGESARR MOTEFAS

Demonstra¢io. Como a®™»® = 1 (mod n), para todo k € N tem-se a*°"dn @ = 1

(mod n). Por outro lado, se a® =1 (mod n), pelo algoritmo da divisdo existem
inteiros ¢q e r tais que 0 < r < ord, a e t = gord, a + r. Portanto

1 =al = a9t = (@4 ). g" =" (mod n)

Ou seja, a” =1 (mod n). Pela minimalidade de ord, a, temos que r = 0, i.e.,
ord,a | t. O

Corolario 6. ord, a | ¢(n).
Exemplo 7. Demonstrar que n | p(a™ — 1) para todo inteiro positivo a > 1.

SOLUGAO: J& que mdc(a,a™ — 1) = 1, pelo teorema de Euler-Fermat temos
que a¥@" -1 =1 (mod a" —1); por outro lado, n é a ordem de a médulo a™ — 1
jdquea” =1 (mod a” — 1) ese 0 <t <n temos 0 < a' —1 < a™ — 1 e assim
a™ — 11 a' — 1. Pela proposigio, temos portanto n | ¢(a™ — 1). O

Exemplo 8. Demonstrar que nao existe um inteiro n > 1 tal que n | 2™ — 1.

SOLUGAO: Suponhamos o contrério; seja p o menor divisor primo de n e
r = ordy, 2. Sabemos que 2" =1 (mod p) e além disso, pelo teorema de Fermat,
2P~1 =1 (mod p).

Portanto | n e r | p — 1, o que implica que r | mdc(n,p — 1). Mas

mdc(n,p — 1) = 1 pois p é o menor divisor primo de n e assim os divisores
primos de p — 1 sao menores que os divisores primos de n. Isto mostra que
r=1,isto é 2! =1 (mod p), donde p | 1, uma contradicao. O

Exemplo 9. Sejam a, m e n inteiros positivos; definam’ en’ por m = mde(m,n)-
m’ en =mdc(m,n) -n', de modo que mde(m',n") = 1. Mostre que

mde(mn) 41 gem! en' sio impares.

mde(a™ 4+ 1,a" + 1) = sem' +n' e a sao impares.

= N9

sem' +n' € impar e a € par.
SoLugAo: Como
mdc(a™ 4+ 1,a" + 1) = mdc((amdc(m’"))m/ +1, (amdc(m’"))"/ + 1),

o resultado no caso geral seguird do caso em que mdc(m,n) = 1. Assim, vamos
supor m e n sao primos entre si e seja d = mdc(a” + 1,a™ + 1). Temos

a®= -1 (mod d) a’* =1 (mod d)
a™=-1 (mod d) a® =1 (mod d)
= ordga | mde(2n,2m) = 2.
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Assim, a® = 1 (mod d). Digamos que m seja impar (como estamos supondo
mdc(m,n) = 1, ndo podemos ter m e n ambos pares), de modo que

a (@) V2=¢g"=_1 (modd) = a=-1 (mod d)

< d|a+1

—

Se n é impar também, entao d =a+1jdquea+1]|am+1lea+1]a”+1
neste caso (utilize a fatoracio ™ +1 = (a+1)(a™ ' —a™ 2 +a™ 3 —... +1)
ou a implicagdo a = —1 (mod a +1) = a™ = —1 (mod a + 1)). Por outro
lado, se n é par, temos

(@®)"?=a"=-1 (modd) = 1=-1 (mod d)
— d=1loud=2.

O caso d = 2 ocorre se, e sO se, "+ 1 e a” + 1 sdo ambos pares, ou seja, quando
a é impar. Isto encerra a andlise de casos e com isso o problema. ]

Uma outra caracterizagao de raiz primitiva é dada pela

Proposicdo 10. O nimero a € raiz primitiva médulo n se, e somente se, {at,t €

N} = (Z/nZ)*.

Demonstragdo. Para todo a € Z com mdc(a,n) = 1 temos {a’,t € N} C
(Z/nZ)*. Note que {a’,t € N} = {1,a@,a@>,...,a*"%" "1} é um conjunto com

ord, a elementos. De fato, para qualquer ¢ € N temos a’ = @” onde r é o resto

na divisdo de t por ord, a; por outro lado, os elementos 1,a,a>2,...,a°"d» o1
sdo distintos pois caso @ = @ com 0 < i < j < ord, a, entdo a’~* = T com
0 < j—1i<ord,a, o que é absurdo.

Assim, {a',t € N} = (Z/nZ)* se, e s6 se, mdc(a,n) = 1 e ord, a = ¢(n),

isto é, se, e s0 se, a é uma raiz primitiva médulo n. O

Corolario 11. Se m divide n e a € raiz primitiva mddulo n, entdo a € raiz
primitiva modulo m.

Demonstragao. Vamos mostrar que o mapa natural (Z/nZ)* — (Z/mZ)* que
leva x mod n em x mod m é sobrejetor: de fato, se mde(b,m) = 1 e @Q é o
produto dos primos que dividem n mas nao dividem m, temos mdc(m, @) = 1,
e logo existem x, y inteiros com mx + Qy = 1. Considere b:=b+ mx(l—b) =0
(mod m). Temos entdao mdc(b, m) = mdc(b,m) = 1, e, como b := b+ma(1—b) =
b+(1-Qy)(1—0)=1-Qy(1—b)=1 (mod Q), temos mdc(b, Q) = 1, e logo
mdc(b,n) = 1 (e b é levado em b pelo mapa natural acima). Assim, temos
que se as poténcias de a mod n cobrem todo o (Z/nZ)*, entao as poténcias
de a mod m também cobrem todo o (Z/mZ)*. Pela proposigao, isto implica o
corolério. O

Raizes primitivas sao muito tteis em diversas questoes de Teoria dos Nu-
meros. Entretanto elas nem sempre existem para qualquer médulo n. O resto
desta secao é dedicado a provar o seguinte importante
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Teorema 12. Existe alguma raiz primitiva mddulo n se, e sé se, n =2, n = 4,
n=p* oun = 2pF onde p é primo impar.

A demonstracao deste teorema é longa e é composta de varios passos. Co-
mecamos com a seguinte

Proposicdo 13. Se k > 3, entdo ndo existe nenhuma raiz primitiva mddulo 2%.

Demonstragdo. Pelo corolario anterior, basta provar que nao existe raiz primi-
tiva médulo 8, e isso segue do fato de que se mdc(a,8) =1, isto é, a = 2r + 1,
r € N, entdo a®> = 4r(r +1) +1 = 1 (mod 8) (sendo r(r + 1) par, visto que
é o produto de dois nimeros consecutivos). Assim, nao hé elemento de ordem
»(8) = 4 médulo 8. O

Proposicao 14. Se n = ab, com a > 3 e b > 3 inteiros tais que mdc(a,b) = 1,
entdo nao existe raiz primitiva modulo n.

Demonstragao. Como ¢(n) = p(a)p(b) e a > 3 e b > 3, segue que p(a) e ¢(b)
sao pares (verifique!). Se mdc(k,n) = 1, entao temos

ke/2 = (1#0/2)90) =1 (mod a) e
/2 = (g#(@/2)90) =1 (mod b).

Assim, k¥("/2 = 1 (mod n) e portanto ord, k < p(n)/2 < @(n) para todo k
primo com n. ]

Proposicao 15. Se p € um nidmero primo e a € Z, € uma raiz primitiva modulo
p, entdo a ou a + p € raiz primitiva mdédulo p?.

Demonstragao. Por hipétese, ord,a = ordy(a + p) = ¢(p) = p — 1. Portanto
p—1]ordya, pois a’ =1 (mod p?) implica a’ =1 (mod p). Além disso, como
ord,2 a | o(p?*) = p(p — 1), devemos ter ord,pa=p—1ouord,za=p(p—1) =
¢(p?). Do mesmo modo, ord,z(a+p) = p—1ouord2(a+p) = p(p—1) = ¢(p?).
Basta provar, portanto, que ord,2 a # p — 1 ou ord,2(a + p) # p — 1. Suponha
que ord,2 a = p — 1. Portanto a?~! =1 (mod p?) e assim

-1 -1
(a+pPt=a"1+ (p ) )ap_2p+ <p 5 >ap_3p2—|—-~
=1-pa? (mod p?).

Portanto (a + p)P~! ndo é congruente a 1 médulo p?, pois p? nao divide pa? =2
(lembre-se de que mdc(a,p) = 1), donde ord,2(a +p) #p — 1. O

Proposicao 16. Se p é um nimero primo impar e a € raiz primitiva moédulo p?,
entdo a € raiz primitiva médulo p* para todo k € N.

Demonstra¢do. Como aP?~! =1 (mod p), mas a?~! nio é congruente a 1 médulo
p? (j4 que a é raiz primitiva médulo p?), temos a?~! = 1+4b;p, onde p ndo divide
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b1. Vamos mostrar por indugao que a? TPl =1 4 bip®, onde p nao divide
by, para todo k > 1. De fato, para k > 1 e p > 2 primo,

ap%p—l)::(14,bkpky7::14+ (?)bkpk+ <§)b%p2k%.“
= 1+ p"* (be + pt)

para algum ¢ € Z e assim bgy1; = by + pt também nao é divisivel por p pois
p1 b

Vamos agora mostrar por inducdo que a é raiz primitiva médulo p* para
todo k > 2. Suponha que a seja raiz primitiva médulo p*. Como a” %1% =1
(mod p") = a” %1% =1 (mod p*) temos

P p = 1) = (") = ordyi a | ordyrir a | o) = pF(p - 1).

kfl( k+1)

Portanto ord,s+1a = p , mas

p—1) ou ordjp1a = PE(p —1) = o(p
0 primeiro caso é impossivel pois " T = 1 4 bpp® com p f bg. Logo

Ordpk+1 a = @(pk-‘rl) e a é raiz primitiva médulo pk-i—l. .

Por exemplo 2 é raiz primitiva médulo 5% para todo k > 1. De fato, 2 é raiz
primitiva médulo 5 e, como 2* = 16 # 1 (mod 25), 2 é raiz primitiva médulo
25 = 52 também. Portanto, pela proposicio anterior, 2 é raiz primitiva médulo
5% para todo k > 1.

Proposicao 17. Se p € primo impar e a é um inteiro impar tal que a € raiz
primitiva médulo p*, entdo a € raiz primitiva médulo 2p*. Em particular, se a
¢ raiz primitiva qualquer médulo p*, entdo a ou a + p* é raiz primitiva mddulo
2pF (pois wm deles € impar).

Demonstra¢do. Temos, como nas provas acima, p(pF) = ord,r a | ordyk a e
ordg, a | ©0(2p") = ©(p*), logo ordy,k a = ©o(2p"). dJ

Para completar a prova do teorema[I2] falta provar que se p é primo impar,
entao existe raiz primitiva médulo p. Para isto, precisamos de dois lemas.

Lema 18. }_, ©(d) = n para todo n € N.

Demonstragdo. Seja d um divisor de n. A quantidade de a’s tais que 1 <
a <ned= mdc(n,a) éigual a (%) pois d = mdc(n,a) <= d|ae
1 = mdc(%, §). Como (%) conta justamente a quantidade de inteiros entre 1
e g (inclusive) que sdo primos com §, temos que >y, ¢(7) = >y, ¢(d) conta
a quantidade de numeros a entre 1 e n (inclusive), particionados segundo os
valores de mdc(a,n). O

Lema 19. Seja p um primo e d um divisor de p — 1. Defina N(d) como a
quantidade de elementos a € (Z/pZ)* com orda = d. Entao N(d) < ¢(d).

Demonstragdo. Podemos supor que N(d) > 0, logo existe a tal que ord,a = d.
Logo a? =1 e, para 0 < k < d, as classes de a* sdo todas distintas médulo p.

Como (@)% =1 e a equagdo =% — T = 0 tem no maximo d raizes distintas em
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Z./pZ (pois Z/pZ é um corpo), suas raizes sio exatamente @, 0 < k < d. Por
outro lado, se ord, a® = d, entdo mdc(k,d) = 1, pois caso r = mdc(k,d) > 1,
entdo (a®)¥" = (a¥)*/" =1 (mod p), logo ord,(a*) < d/r < d. Desta forma,

{be (Z/pZ)* | ordyb=d} C {@ | 0<k < de mde(k,d) =1},

portanto N(d) < ¢(d) (na verdade, os dois conjuntos acima sao iguais, como
ficard claro a partir da demonstragao da proposi¢ao abaixo). ]

Proposicao 20. Se p é um primo, entdo existe uma raiz primitiva mddulo p.

Demonstracao. Para cadaa € (Z/pZ)*, tem-se ord,a | p—1 e portanto p—1 =
> dp—1 N (d). Por outro lado, temos pelos dois lemas acima que

p—1=>Y N <> ¢d=p-1

dlp—1 d|p—1

Logo devemos ter N(d) = ¢(d) para todo d. Em particular, N(p — 1) = o(p —
1) > 0, logo existem raizes primitivas médulo p. O

Coroléario 21. Seja p um primo. Para cada d | p — 1, existem exatamente
o(d) elementos em (Z/pZ)* com ordem d. Em particular, p possui exatamente
o(p — 1) raizes primitivas.

Com isto, encerramos a demonstracao do teorema Vejamos algumas
aplicagoes.

Exemplo 22. Mostre que existe n natural tal que os mil dltimos digitos de 2™
pertencem a {1,2}.

SOLUCAO: Observamos inicialmente que para todo k € N existe um nimero
my, de k algarismos, todos 1 ou 2, divisivel por 2¥. De fato, m; = 2 e mg = 12
satisfazem o enunciado. Seja my = 2Fry, rp € N. Se 7 é par, tome my; =
2x10% + my, = 281 (5% 4 1. /2), e se 1 é fmpar, tome My, = 10¥ + my =
2K FL(5% 4 1p) /2.

Como migoo = 2 (mod 10), 5 ndo divide 71000 = . Portanto, como 2
é raiz primitiva médulo 590 pela proposicao [I6], existe k& € N com 2¥ = rigg0
(mod 5'999), Logo 2% = 05190 + 1149 para algum b € N e assim

Qk+1000 _ 91000 | 91000, " 511000 4 o oo

e as 1000 dltimas casas de 2F11000 g36 as 1000 casas de migg, que pertencem

todas a {1,2}. O

Observacao 23. Um grupo G € chamado de ciclico se existe um elemento g tal
que G = {g" | n € Z}. O fato de p™ e 2p™, p primo impar, admitirem raizes
primitivas equivale a dizer que os grupos (Z/p"Z)* e (Z/2p"7Z)* sao ciclicos, ou
ainda que had 1somorfismos de grupos
(Z)p"Z)* = Z/p(p") e (Z)2p"Z)* = Z]/p(2p"™) onde a operag¢do nos grupos
da direita € a adicdo.

O leitor nao deve ter dificuldades para adaptar a prova acima a fim de
mostrar que todo corpo K com wum numero finito de elementos admite raiz
primitiva, isto €, o seu grupo de unidades K* = K \ {0} é um grupo ciclico.
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Problemas Propostos

Problema 24. Encontrar as ordens de 2 e 5 mddulo 101. Encontrar também
todos os elementos de ordem 20 em (Z/101Z)*.

Problema 25. Determine um elemento de (Z/99Z)* de ordem 30.

Problema 26. Determine todos os valores de n para os quais |(Z/nZ)*| = 24.
Problema 27. Determine um gerador de (Z/2427)*.

Problema 28. Demonstrar que 2n | p(a" + 1) para todo inteiro positivo a.

Problema 29 (IMO1978). Sejam m e n inteiros positivos com m < n. Se os
trés ultimos algarismos de 1978™ sdo os mesmos que o0s trés ultimos algarismos
de 1978", encontrar m e n tais que m + n assume o menor valor possivel.

Problema 30. Sejam d e n nimeros naturais tais que d | 22" + 1. Demonstre
que existe um inteiro k tal que d = k2" + 1.

Problema 31. Seja k > 2 e ny,no,...,ng > 1 ndmeros naturais que tem a
propriedade

ng | (2™ —1), mng| (2" —=1),...,ng | (2™ =1) e ny | (2™ —1)
Demonstrar que ny =ng =--- =ny = 1.
Problema 32. Mostrar que 23 —x+1 € irredutivel em Z/3Z[x]. Encontrar todas

Z/3Z[z]

as raizes primitivas do corpo finito @arD)

Problema 33 (Teorema de Lagrange). Seja G um grupo com nimero finito de
elementos. Seja H um subgrupo de G, i.e., um subconjunto de G tal que
a,be H = a-beHeac H = a '€ H, de modo que o produto de G
se restringe a H e faz de H um grupo também.

(a) Mostre que os subconjuntos de G do tipo

g-HY {g-h|heH}

formam uwma particdo de G, ou seja, todo elemento de G pertence a algum
g-Hequesegi-HNgy-H#D, entio gy - H=go-H.

(b) Mostre que |g1 - H| = |g2 - H| para quaisquer g1,g2 € G e que portanto |H |
divide |G| (teorema de Lagrange).

(c) Seja g € G. Mostre que existe t > 0 tal que g = e. Se ordg é o menor t
positivo com esta propriedade, mostre que

H={g"|neN}

€ um subgrupo de G com ord g elementos.



(d) Aplicando o teorema de Lagrange ao subgrupo do item anterior, prove que
g6l = € para todo g € G. Observe que isto fornece wma nova prova do
teorema de Euler-Fermat no caso em que G = (Z/(n))*.

Problema 34 (APMO1997). Encontrar um n no conjunto {100,101,...1997}
tal que n divide 2™ + 2.

Problema 35. Definimos a funcdo de Carmichael A\: N — N como o menor
inteiro positivo tal que ™™ =1 (mod n) para todo a primo com n. Observe
que, pelo teoremalld, )\(pl) = plil(p— 1) para todo p primo impar. Mostrar que

(a) M(2) =1, A(4) =2 e A\(2)) = 272 para todo | > 3.
(b) Sen =pi*-...-p* €a fatoracdo em primos de n, entdo

A(n) = mme{A(p"), ..., A(pp")}-

Problema 36 (IM0O2000). Eziste um inteiro N divisivel por exatamente 2000
primos diferentes e tal que N divide 2V + 17

Problema 37 (IMO1990). Encontrar todos os nimeros naturais n tais que
n? | 2" + 1.

Problema 38 (IM01999). Encontrar todos os pares (n,p) de inteiros positivos
tais que p € primo, n < 2p e (p — 1)" + 1 € divisivel por nP~*.

Problema 39 (Banco-IM02000). Determine todas as triplas (a,m,n) de inteiros
positivos tais que a™ + 1| (a + 1)".

Dicas e Solucoes

Em breve
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