Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Teoria dos Numeros - Nivel 3 Aula
Carlos Gustavo Moreira

Congruéncias de grau 2 e reciprocidade quadratica

1 Congruéncias de Grau 2

Seja p > 2 um numero primo e a, b, ¢ € Z com a nao divisivel por p. Resolver
a equacao quadratica

ar’ +br+c¢=0 (mod p)
é o mesmo que resolver (completando quadrados)
(2azx + b)? = b — 4ac  (mod p)

(note que 2 e a s@o invertiveis médulo p). Assim, estamos interessados em
encontrar critérios de existéncia de solucoes da equacgao

X?=d (mod p).

Se a equacdo acima admite solucio (i.e. se d é um “quadrado perfeito” em
Z./pZ) entao dizemos que d é um residuo ou resto quadrdtico médulo p. Ha
exatamente (p + 1)/2 residuos quadréticos médulo p, a saber

—1\?2
02,12,22.32, ..., <p2> mod p

ja que todo inteiro x é congruente a +i mod p para algum ¢ tal que 0 < i <
(p—1)/2, de modo que 2 é congruente a um dos niimeros da lista acima. Note
que médulo p estes nimeros sao todos distintos: de fato, temos que

?=j* (modp) = p|(i—j)(i+7)

< pli—joup|i+j
< i=%j (mod p)

Mas como 0 <i,7<(p—1)/2 = 0<i+j<p-—1oui=j =0, temos que
a Unica possibilidade é ¢ = j (mod p).

Embora saibamos a lista completa dos residuos quadraticos, na pratica pode
ser dificil reconhecer se um ntmero é ou nao residuo quadratico. Por exemplo,
vocé sabe dizer se 2 é residuo quadrético médulo 10197 Veremos a seguir o
teorema da reciprocidade quadratica, que permite responder estas questoes de
maneira bastante eficiente.
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1.1 Residuos Quadraticos e Simbolo de Legendre
Seja p > 2 um nuimero primo e a um inteiro qualquer. Para simplificar

calculos e notacoes definiremos o chamado simbolo de Legendre:

1 septaeaéumresiduo quadratico médulo p

a
(): 0 sepla
b

—1 caso contrario

Proposicao 1 (Critério de Euler). Seja p > 2 um primo e a um inteiro qualquer.

Entao
(a) =aP /2 (mod p).
p

Demonstragdo. Para a =0 (mod p) o resultado é claro, de modo que podemos
supor p{ a. Pelo teorema de Fermat temos que a?~! =1 (mod p), donde

p—1

(aT—l)(apTil—Fl)EO (mod p) <:>p|a%—loup\a%l+1

e a7 =41 (mod p).

Assim, devemos mostrar que T =1 (mod p) se, e s se, a é um residuo
quadratico médulo p.

Se a é um residuo quadrético, digamos a = i? (mod p), novamente pelo
teorema de Fermat temos que

a2z =iP1=1 (mod p).

Assim, os residuos quadréticos 12,22, ..., (%)2 moédulo p sdo raizes do polind-

mio f(x) = 2" —Tem Z/(p)|z]. Mas Z/(p) é corpo, logo f(z) pode ter no
méximo deg f = (p — 1)/2 raizes em Z/(p). Isto mostra que as raizes de f(x)
sao exatamente os residuos quadraticos nao congruentes a zero modulo p e que,

—1
portanto, T =1 (mod p) se, e s6 se, a é um residuo quadratico médulo
D- O

Corolario 2. O simbolo de Legendre possui as sequintes propriedades:

1. sea=b (mod p) entdo (%) = (2).

p p
2. (%2) =1septa.
3. %) = (—1)%1, ou seja, —1 € residuo quadrdtico modulo p se, e s se,
p=1 (mod 4)

Demonstragao. Os itens 1 e 2 sao imediatos a partir da definicao e & segue do
—1 —1
critério de Euler: (_71) = (-1)"7 (mod p) = (_71) = (-1)"z jAquep>2
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e ambos os lados da congruéncia sao iguais a +1. Da mesma forma, aplicando
o critério de Euler temos que

()= o =212 () ) o

0 que mostra que (%’) = (%) (%), pois novamente ambos os lados da congruéncia

sao iguais a £1. O

Exemplo 3. Mostre que o polinémio f(x) = x* —102% +1 € irredutivel em Z[x],
mas € redutivel modulo p para todo primo p.

SOLUGAO: Vejamos que f(x) é irredutivel em Z[z]. Observe inicialmente que
as raizes de f(x) sdo todas irracionais: se p,q € Z sao tais que mdc(p,q) = 1
e f(p/q) = 0 <= p*—10p?°¢%> + ¢* = 0, temos da tltima igualdade que
q|p* = q=+lep|q¢* = p=+1ji quep e qsio primos entre si, logo
p/q = %1, nenhuma das quais é raiz de f(z) (cujos zeros sio +v/2 £ 1/3).

Logo se f(x) for redutivel ele é o produto de dois polinémios de grau 2, que
podemos supor moénicos. Como o produto dos coeficientes independentes destes
dois fatores deve ser igual ao coeficiente independente de f(x), que é 1, temos
apenas duas possibilidades:

f(x) = (2* + ax +1)(2® + bx + 1) ou
f(z) = (2? + ax — 1)(2® + bz — 1)

com a,b € Z. Em ambos os casos, temos a+ b = 0 (coeficiente de 2?). Logo, no
primeiro caso, comparando o coeficiente de 2 temos ab+ 2 = —10 <= a? =
12, o que é impossivel. O segundo caso é andlogo.
Agora, para p =2 e p = 3 temos
f(z)=(z+1)* (mod 2) e f(z)= (2> +1)* (mod 3).
3 6

Agora se p > 3 é um primo, temos que ou (%) =1, ou (13) =1ou (E) =1 jé que

(%) (%) = (%). No primeiro caso, se a®> =2 (mod p) temos

f(z) = (2® 4 2ax — 1)(2? — 2az — 1) (mod p).
J& no segundo caso, se b> = 3 (mod p) temos

f(z) = (2® +2bx + 1)(2® — 2bz +1) (mod p).
Finalmente, no tltimo caso, se ¢ = 6 (mod p) temos

f(z) = (2® 4+ 2¢ - 5)(2® — 2¢—5) (mod p).

Isto mostra que f(x) é redutivel médulo p para todo primo p. O
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1.2 Lei de Reciprocidade Quadratica

O critério de Euler ja nos fornece uma maneira de identificar residuos qua-
draticos. Entretanto, vamos provar um resultado muito mais forte, que é a
famosa

Teorema 4 (Reciprocidade Quadritica).

1. Sejam p e q primos impares distintos. Entdo

(§> (Z) — (-

2. Seja p um primo impar. Entdo

2\ _ B 1 sep=+1 (mod 8)
<)_( Y _{—1 sep==+3 (mod 8).

Antes de apresentar a prova, vejamos algumas aplicacoes.

Exemplo 5. Determinar se —90 é residuo quadrdtico modulo 1019 ou nao.

SOLUGAO:
=90\
1019/ \1019/ \ 1019 1019 1019
0
<5>
_(H o (=
=(z)=\5)~=
Ou seja, —90 é residuo quadrético médulo 1019. ]

Exemplo 6. Seja p um nidmero primo. Mostre que
1. se p é da forma 4n + 1 entdo p | n™ —
2. sep é da forma 4n — 1 entdo p | n™ + (—1)"*1. 2n,
SOLUGAO: No primeiro item, 4n = —1 (mod p), donde elevando a n obtemos
(4n)" = 2*"p" = (=1)" (mod p).

Por outro lado, pelo critério de Euler e pela reciprocidade quadratica temos

_ 2_
92n — o5 = (-1)"s : = (=)™ = (—1)"  (mod p).

Portanto n =1 (mod p), como queriamos demonstrar.
No segundo item, temos 4n =1 (mod p) e assim

(4n)" =2*"p" =1 (mod p),

2
P

mas 2271 = 2" = (1) = = (=1)""=1 (mod p), donde 2** = 2- (—1)"
(mod p). Concluimos que 2n™ = (—1)" (mod p) e multiplicando por 2n e uti-
lizando 4n =1 (mod p) obtemos n™ = 2n - (—1)" (mod p), como desejado. [J
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O primeiro passo da demonstracao da lei de reciprocidade quadratica é o
seguinte

Lema 7 (GauB). Sejam p > 2 um nimero primo e a um inteiro positivo primo
relativo com p. Seja s o numero de elementos do conjunto

{a,2a,3a,...,%-a}

tais que seu resto modulo p € maior do que p%l. Entao

(G-

Demonstragdo. A ideia é imitar a prova do teorema de FEuler-Fermat. Como
o conjunto {£1,+2,... 7:':;%1} é um sistema completo de invertiveis mdédulo
p, para cada j = 1,2,...,% podemos escrever a - j = €;m; (mod p) com
e e{-1,1} em; € {1,2,..., %} Temos que se i # j entdo m; # m; donde
{mi,ma,...,mp-1} = {1,2,...,%}. De fato, se m; = m; temos a-i =a- j
(mod p) ou a - i2E —a - j (mod p); como a é invertivel médulo p e 0 < i,5 <
(p — 1)/2, temos que a primeira possibilidade implica i = j e a segunda é
impossivel. Assim, multiplicando as congruéncias a-j = €;m; (mod p), obtemos

(a-1)(a-2)---(a-55=) = ereg---€p1mymy---mp-1 (mod p)
2 2

-1
= €1€2 " €p-1 (p )! (mod p)
2 2

1]

I
VR

=
No| |

—_ N
N———

Il

= (a) =e€1€2...€p-1  (mod p),
P 2

donde (%) = €1€9...€p-1, pois ambos os lados pertencem a {—1,1}. Assim,
2

(%) = (=1)° j& s é o nimero de elementos j de {1,2,...,%} tais que €; =
~1. O
O lema de Gauf} j& nos permite provar a férmula para (]%) Sep=1 (mod 4),
digamos p = 4k + 1, temos pT_l = 2k. Como 1 < 25 < p%l para j < k e
%<2j§p—1parak+1§j§2k,temos

2\ .k 1, sep=1 (mod 8),
<)_( D _{—1, sep=5 (mod 8).

Se p = 3 (mod 4), digamos p = 4k + 3, temos % =2k+1. Paral <j <k

temosl§2j§%eparak:—|—1§j§2k+1temos%<2j§p—1,donde

(2> _ (_1)k+1 _ -1, sep=3 (mod 8),
P I, sep=7 (mod38).
Agora, para provar o item I da lei de reciprocidade quadrética, vamos

mostrar que
p—1 ¢g—1 ip iq
2 y — 2 LJJ > L?J )

_g—1 ._p—1
I<i<5- 1<i<&-
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e que

(p)_(_l)ZKqulVfJ . (q)_(_l)iwpgﬂiﬂ_ (%)

q

A férmula () é apenas uma contagem: o lado esquerdo é o numero de
pontos com ambas as coordenadas inteiras no interior do retangulo de vértices

(0,0), (p/2,0), (0,4/2) e (p/2,q/2).
N y= %90

(0,4/2)

WS

<
as xO”
/N~ 00
- / e\
/ 9P
_ L
e VA
y
(p/2,0)

Por outro lado, o primeiro somatério do lado direito conta o niimero de tais
pontos que estao acima da diagonal x = 7Y do retangulo, enquanto o segundo
somatério conta o nimero de tais pontos abaixo desta diagonal (note que como
p e ¢ sdo primos, ndo ha pontos com ambas as coordenadas inteiras na diagonal).

Por exemplo, no primeiro somatério cada termo L%J representa a quantidade

P
qy'

Finalmente, para mostrar (), basta checar que Y-, _, - p-1 |
S>3

de pontos na reta y = ¢ acima da diagonal z =
%J = s (mod 2),
onde s é como no lema de Gauf} aplicado para a = ¢. Seja r; o resto da divisao
de iq por p, de modo que iq = L%Jp + r;. Somando e utilizando a notagao da

demonstracao do lema de Gaufl, obtemos
0 ¥ i=r X3 Some S oem)
1<i<et 1<i<et ri<p/2 ri>p/2

Como p e g sao fmpares, modulo 2 temos

Z i= X U4 T omt ¥ m) (moa2)

1<i<pL 1<i<est Ti<p/2 Ti>p/2
e como {ml,mQ, coo,mp1 b ={1,2,..., p%l}, concluimos assim que
2
E 1= L J E 1+ g (mod 2)
1<i<est 1<i<est 1<i<Pzl T >1o/2
tq
= { =s (mod 2)
p
1<i<el
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O que encerra a prova.

Observacao 8. O simbolo de Legendre (%) pode ser estendido para o simbolo de
Jacobi (%) que estd definido para a inteiro arbitrdrio e n inteiro positivo impar
por (%) = (pl)a1 ([)2)012 .. (i)ak sen = pi'ps?...pp*F € a fatoragdo prima de
n (onde os (ﬁ) sao dados pelo simbolo de Legendre usual); temos (%) =1 para
todo inteiro a. Nao € dificil provar as sequintes propriedades do simbolo de

Jacobi, que podem ser usadas para calcular rapidamente simbolos de Legendre

(e de Jacobi):

1. Se a=b (mod n) entio (%)

D =G
a
n

a

).
2. (%) =0 se mdc(a,n) #1 e ( {-1,1} se mdc(a,n) = 1.
3. (%) = (9)(%); em particular, ) € {0,1}.

- (%) = (2)(9); em particular, (%) € {0,1}.

) €
(5%

B

Os trés dltimos fatos, que generalizam a lei de reciprocidade quadrdtica, podem
ser provados usando a multiplicatividade em a e em n do simbolo de Jacobi (%)

e a lei de reciprocidade quadrdtica para o simbolo de Legendre.

Como para o simbolo de Legendre, se (%) = —1, a nao € residuo quadrdtico

mddulo n, mas (diferentemente do que acontece para o simbolo de Legendre) é
possivel que (%) seja igual a 0 ou a 1 sem que a seja residuo quadrdtico modulo

n. Por exemplo, (2) = () (3) = (1) (<1) = L ¢ () = () (&) =0-(~1) =0,
mas 2 e 3 nao sao residuos quadrdticos modulo 15.

Problemas Propostos

44\ (=60 2010
Problema 9. Calcular (155), (7513) € Goto) -
Problema 10. Determine todas as solugies de '° =1 (mod 49).

Problema 11. Sejam p um primo impar e ¢ um inteiro que ndo € mailtiplo de

p. Prove que
pz_:l <a(a-|— c)> _ 4
. .

a=0

Problema 12. Ezxistem inteiros m e n tais que

5m? — 6mn + Tn? = 1985 ¢



Problema 13. Demonstrar que a congruéncia 622 + 5z +1 =0 (mod m) tem
solu¢ao para todo valor natural de m.

Problema 14. Demonstrar que existem infinitos primos da forma 3k+1 e 3k—1.

Problema 15. Demonstrar que se mdc(a,b) = 1 o niimero a? + b* ndo pode ter
fatores primos da forma 4k — 1 e se além disso mdc(a,3) = 1 entao o numero
a® 4 3b2 nao pode ter fatores impares da forma 3k —1. Que podemos dizer sobre
os fatores primos de a®> + pb®> onde p € um primo?
Problema 16. Demonstrar que, para p = 1093,

p—1

277 =-1 (mod p?).

Problema 17. a) (Euler) Seja F,, = 2% + 1 o n-ésimo mimero de Fermat.
Prove que todo fator primo de F,, é da forma k-2"+1 + 1.

b) (Lucas) Prove que, se n > 2, entao todo fator primo de F,, é da forma
k-2m2 41,

¢) Mostre que 22° 4 1¢ composto.

Problema 18 (IM0O1996). Sejam a,b inteiros positivos tais que 15a + 16b e
16a — 15b sejam quadrados perfeitos. Encontrar o menor valor que pode tomar
o menor destes quadrados.

Problema 19. Seja p um ndmero primo impar. Mostrar que o menor nao resto
quadrdtico positivo de p é menor que \/p + 1.

Problema 20. Sejam M um nidmero inteiro e p um niumero primo maior do
que 25. Mostrar que a sequéncia M, M +1,--- , M +3[/p| —1 contém um resto
nao quadrdtico modulo p.

Problema 21 (Putnam 1991). Seja p um primo impar. Quantos elementos tem
o conjunto
{a? |z € Z/pLY N {y* + 1|y € Z/pL}?

[Putnam 1991] Seja p um primo impar. Quantos elementos tem o conjunto
{a? |z € Z/pLY N {y* + 1|y € Z/pL}?

Problema 22 (IMO2008). Prove que eziste um nimero infinito de inteiros po-
sitivos n tais que n® + 1 tem um divisor primo maior do que 2n + v/2n.

Dicas e Solucoes

Em breve.
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