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Congruéncias de Grau Superior

1 Congruéncias de Grau Superior

Dado um polinémio f(x) € Z[x] e um nimero natural n, vamos estudar
condigoes para que a congruéncia

f(x)=0 (mod n)
tenha solucao. O primeiro resultado diz que basta considerar o caso em que
n = p* é a poténcia de um primo p.
Ky

Proposicao 1. Suponhamos que n = plfl e
Temos uma equivaléncia

onde 0s pj sao primos distintos.

f() =0 (mod pi")

fl) =0 (mod p}")

de modo que f(x) = 0 (mod n) admite solugdo se, e somente se, f(z) = 0

(mod p?j) tem solucao para cada j.

Demonstragcao. Como as poténcias p?j sao coprimas duas a duas, temos que
n divide um inteiro M se, e sO se, pfj | M para cada j, o que demonstra a
equivaléncia. Assim, a existéncia de solugao para f(z) =0 (mod n) implica a
existéncia de solugao para o sistema acima. Reciprocamente, se cada f(z) =0
(mod p?j) tem uma solucdo x = a; (mod p? ), pelo teorema chinés dos restos
existe a tal que a = a; (mod p?j) para todo j, de modo que f(a) = f(a;) =
0 (mod p?j) para todo j e logo f(a) = 0 (mod n) pela equivaléncia acima.
Note em particular que o nimero de solugoes distintas médulo n de f(x) =0
(mod n) é igual ao produto do nimero de solugdes médulo p?j de f(z) =0

(mod p?j). O
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A préxima proposigao indica como, a partir de uma solugao de f(z) = 0
(mod p*), obter solucdes para f(z) =0 (mod p*) para todo k > kg. Para isso,
precisamos da noc¢ao de derivada de um polinomio: se p(z) = apa"+a,_12" 1+
etarztag =00 a;jx’, definimos sua derivada p/(x) como sendo o polindmio
P (z) = naz™ t+ (n— Dap_12" 2+ +a = > i1 ja;z?~t. Note que, se
p(x) € Zlz], entdo p'(z) € Z[z].

Proposicao 2 (Lema de Hensel). Seja f(x) € Z[z] um polinémio, p um nimero
primo. Seja a € Z tal que f(a) =0 (mod p*°) e cuja maior poténcia p' de p
com p | f'(a) satisfaz 0 < 2ly < ko. Entdo existe uma sequéncia de inteiros
(ak)k>k, com

k—lo) e

ag, =a, Qg1 =ar (mod p
f(ax) =0 (mod p*) para todo k > k.

Em particular, se existe um inteiro a tal que f(a) =0 (mod p) mas f'(a) #Z 0
(mod p) entio f(x) =0 (mod p*) admite solu¢io para todo k € N.

Demonstragao. Construimos a sequéncia indutivamente. Seja k > kg e suponha
por inducdo que p¥ | f(ay), ou seja, f(ap) = rip* para um certo rp € Z e
P | f'(ap) mas plotl t f'(ay), ou seja, f'(ar) = spp' onde p { s;. Estamos
procurando um nimero da forma ay 1 = ay, + txp* !, com t;, € Z, que satisfaz

pk+1 | flak+1), plo | f'(agy1) mas pl°+1 t fargr).
Para cada r € N, temos

k
r G (e
(ar + tept oy = ay + tkmz_lpk_lo + E (J,)az Ipih=lo) =
=2

r—1,k—lo

=ay +tgray p (mod pkH),

pois a hipétese 0 < 2y < ko implica 2(k —lp) > k+ 1. Se f(z) = >, ca’,
multiplicando a congruéncia acima por ¢, e somando, de r = 0 até n, obtemos

n n
flags1) = flag + tkpkflo) = Z cray, + tg Z Taz_lpk*lo _
r=0 r=0

= flag) + trf (ax)p" ™" = rp® + sptep®  (mod pFTY).

Logo para que p**' | f(ar;1) devemos encontrar ¢, tal que 7 + sptp = 0
(mod p), o que é possivel pois si é invertivel médulo p. Finalmente, temos que

F(aks1) = f(ag) = sip®  (mod p*~10)

. f'(ags1) =0 (mod plo)
flags1) #0  (mod plott)

o que completa a inducao. ]
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Observemos que a condicao sobre a derivada de f no lema de Hensel é
necessaria. Para isto, consideremos f(x) = 2™ 4+ 3 com m > 2, a = 0 e
p = 3. Assim, temos que f(0) = 3 = 0 (mod 3), mas f/(0) = 0 é divisivel
por poténcias arbitrariamente grandes de 3, logo f(z) nao satisfaz a segunda
hip6tese da proposigao. E de fato, se b€ Z e f(b) =™ +3 =0 (mod 3) entdo
b =0 (mod 3), donde b™ = 0 (mod 9) e f(b) = b™ +3 = 3 (mod 9), o que
mostra que nenhuma raiz moédulo 3 “levanta” para uma raiz médulo 9.

Agora vamos nos concentrar em equagoes médulo p. Para o proximo resul-
tado, necessitamos de um

Lema 3. Seja p um primo. Entdo

0 se (p—1) 1k,

428+ 4+ (p— 1) modp =
»=1) P p—1 se(p—1)|k.

Demonstragao. Se (p—1) | k, temos que cada termo da soma acima é congruente
a 1 médulo p e o resultado segue. Suponha agora que (p — 1) t k e seja g uma
raiz primitiva médulo p. Temos portanto

by r(p-DF =14+ %+ + g2 2% (mod p)

Sendo S =1+ ¢gF 4+ ¢?¢ + ... 4 ¢(P=2* multiplicando por ¢* e observando que
g~k =1 (mod p) temos
gFS=g"+ g+ gPVF (mod p)
—¢*"S=5 (modp) < (J*-1)S=0 (mod p)
Como g é uma raiz primitiva e (p — 1) t k temos que g — 1 # 0 (mod p), ou

seja, g* — 1 é invertivel médulo p e portanto S = 0 (mod p), o que encerra a
prova. ]

Teorema 4 (Chevalley-Warning). Seja p um primo e sejam

filzy, . coomn)y ey fo(n, .o xn) € Zlxg, . .. )]

polinémios em n  wvaridveis com  coeficientes  inteiros  tais  que

£i(0,...,0) = 0 (mod p) para todo i<k. Suponha que > deg(fi)<n. En-
1<i<k
tao a quantidade de “pontos” em

A={(z1,...,2n) € (Z/pZ)" | fi(x1,...,2n) =0 Vi=1,...,k}

€ um maltiplo de p. Em particular, existem pontos (x1,...,Tn) #
0,...,0) em (Z/pZ)™ tais que fi(x1,...,2,) =0 para todo i.

Demonstragao. Usaremos o lema anterior para determinar |A| mod p. Para isso,
notemos que pelo teorema de Euler-Fermat f;(z1,...,2,) # 0 (mod p) <=
fi(z1,...,2,)P"1 =1 (mod p). Definamos

g(x1, ..., xp) = H (1—fj(x1,...,xn)p_1).

1<j<k
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Observemos que g(z1,...,x,) = 0 (mod p) se, e somente se, existe j tal que
fi(x1,...,zp) #0 (mod p). Por outro lado, se fj(z1,...,2,) =0 (mod p) para
todo j entao g(x1,...,x,) =1 (mod p), portanto

Z g(x1,...,2,) = |A] (mod p).

(z1yeeeyzn)E(Z/pZ)™

Notemos agora que deg(g) < > ;<< (p — 1)deg(fj) < (p — 1)n. Portanto
cada monomio cxif:nlf o-xin de g é tal que Zlgjgn i; < (p — 1)n, donde pelo
Principio da Casa dos Pombos sempre existe algum r com 0 < 4. < p — 1.

Assim, pelo lema anterior, 37 77 27 =0 (mod p) donde

i1 .12 in — i1 i2 . in
E cxilay - ar =c g z] g Ty E xy

(x1,0.xn)E(Z/ L) T1EL/PL x2€Z/pZL Tn€L/PL
=0 (mod p)
Isso mostra que 30, . e pzyn 9(21, ..., 2n) =0 (mod p) e, portanto, [A] é
multiplo de p. Como (0,0,...,0) € A, ha pelo menos p — 1 outros pontos nesse

conjunto, o que prova o teorema.

O]

Como aplicacao, provemos o seguinte resultado, devido a Erdds, Ginzburg
e Ziv.

Proposicao 5. Seja n  um inteiro  positivo. Dados  inteiros
T1,...,Ton—1 existem 1 < iy <ig < -+ <1y < 2n—1 tais que z;, +x4+- - -+,
€ divisivel por n.

Demonstragcao. Mostremos primeiro que se o resultado vale para m e para n
entao vale para mn. Sejam x1,Z9,...,Tomn—1 € Z. Por hipdtese temos que,
para cada subconjunto A de {1,2,...,2mn — 1} com 2n — 1 elementos, existe
um subconjunto B C A com n elementos tal que ), px; é divisivel por n.
Assim, construimos B; indutivamente para todo 1 < j < 2m — 1, seguindo os
seguintes passos

e Escolhemos um subconjunto A; de {1,2,...,2mn—1}\ J By com 2n—1
k<j
elementos.

e De A;j escolhemos um subconjunto B; com n elementos tal que ), B, Ti
¢é divisivel por n.

Observemos que se j < 2m — 1 entao
(1,2,...,2mn — 13\ UBJ-‘ —2mn—1-(j - )n

k<j
>2mn—1—(2m —2)n=2n—1,

o que garante a construcao até j = 2m — 1. Definamos agora os inteiros y; =

% Ziij xz; para 1 < j < 2m — 1. De novo por hipétese, existe um subconjunto

4
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de indices C' C {1,...,2m — 1} com m elementos tal que ZjeC y; € divisivel
por m e portanto

YIpIP 3

jeC ieB,; jec

é uma soma com |C||B;| = mn somandos que ¢ divisivel por mn.
Assim, basta provar a proposicao para n primo. Para isso, consideremos os
polinémios

-1 —1 —1
filzy, ... @) =) 2y + -+ ah, e
—1 -1 -1
fo(x1,.. ., opn—1) = all’? + asz + -+ aznflmgn_l
onde ay, . .., az,—1 s@o os inteiros dados. A soma dos graus de fi e foé2(n—1) <
2n —1. Pelo teorema de Chevalley-Warning, existem 1, ..., x2,-1 € Z/(n) nao

todos nulos com

fi(xy, ..., zon—1) = fo(x1,...,22p-1) =0 (mod n).
Como z" ! = 1 (mod n) para todo = € (Z/(n))*, fi(z1,...,29,-1) = 0
(mod n) implica que existem exatamente n valores i < 2n — 1 com z; # 0
(mod n). Sejam 1 < iy < ig < --- < i, < 2n — 1 tais valores de i, como

-1
i =1 (mod n) para todo s < n temos que

8

alaz’ffl + agacgfl 44 agn,lx;;ll =a;, +a;,+ -+a;, (modn),
pois z; = 0 (mod n) se j # i, para todo s < n. Assim, a;, + a;, +--- + a;, é
divisivel por n, o que prova o resultado. O

Problemas Propostos

Problema 6 (OBM2007). Para quantos inteiros ¢, —2007 < ¢ < 2007, existe

um inteiro x tal que ¥ + ¢ é miiltiplo de 220972

Problema 7. Seja p um primo e seja n tal que p* { n. Demonstrar: se a
equacio y* = a (mod pF) tem solugcdo com mdc(y,p) = 1, entdo para todo
m >k a equagdo y" = a (mod p™) possui solugao.

Problema 8. Seja f(z) € Z[x] um polindmio, p um nimero primo, a um inteiro
tal que f(a) = 0 (mod p) mas f'(a) # 0 (mod p) e k wm inteiro positivo.
Prove que, se ay é um inteiro tal que ar = a (mod p) e f(ax) = 0 (mod pr),
entdo, tomando b tal que b = a — f(ax) - f'(ar)™" (mod p?*), entio f(b) =0
(mod p?¥).

Problema 9. Seja p um primo impar, a um inteiro e n um inteiro positivo.
Sejam « e [ inteiros nao negativos, com « > 0. Prove:

(a) Se p® e p* sio as maiores poténcias de p que dividem n e a — 1 respecti-
vamente entdo p*tP é a maior poténcia de p que divide a™ — 1 (atengdo, p
deve dividir a — 1 pois a > 0! Mas note que p nao precisa dividir n)



(b) Se n € impar e p°® e p® sdo as maiores poténcias de p que dividem n e
a+ 1 respectivamente entio p**+P é a maior poténcia de p que divide a™ + 1
(mesma ressalva do item (1)).

Problema 10. Sejam a um inteiro e n um inteiro positivo. Sejam « e B inteiros
nao negativos, com «, 3 > 0. Prove:

(a) Se n € impar e 2% é a maior poténcia de 2 que divide a — 1 entdo 2 €
também a maior poténcia de 2 que divide a™ — 1.

(b) Sea=1 (mod 4) e 2% e 2% sio as maiores poténcias de 2 que dividem n e
a—1 respectivamente entio 218 ¢ a maior poténcia de 2 que divide a™ — 1.

(c) Sea=3 (mod 4) e 2% e 2% sio as maiores poténcias de 2 que dividem n e
a+1 respectivamente entio 218 ¢ a maior poténcia de 2 que divide a™ — 1.

en € impar e € a maior poténcia de 2 que divide a + 1 entdo é
d) S 2 0 2¢ ¢ ' téncia de 2 divid 1 entao 2% €
também a maior poténcia de 2 que divide a™ + 1.

Problema 11. Encontre todos os inteiros nao negativos x e y tais que

™—-2.3"=1

ta; nimeros naturais

Problema 12. Seja p um niumero primo en, k e a = p
= a (mod p*) tem solucdo

tais que mdc(p,a1) = 1. Prove: a congruéncia x"
se, e s0 se, k <t ou

[ D)

E>t, n|t e af‘dc("’pkfl(”*l)) =1 (mod pk*t).

Problema 13 (Irlanda 1997). Seja A um subconjunto de {1,2,...2n—1} comn
elementos. Prove que A contém uma poténcia de 2 ou dois elementos distintos
cuja soma € uma poténcia de 2.

Problema 14 (Roménia 1996). Determinar o maior inteiro positivo n com a se-
guinte propriedade: existem inteiros nao negativos Ti,. .., Ty, tais que, para toda
sequéncia €1, €, ..., €, de elementos de {—1,0,1}, nao todos zero, o nimero

€1T1 + €T + -+ €Ty

néo é divisivel por n>.

Problema 15 (Erd6s). Mostrar que todo nimero inteiro positivo pode ser ex-
presso como soma de nimeros da forma 2°3% de modo que nenhum termo é
divisivel por outro.

Problema 16 (Roménia 1998). Mostrar que para todo n > 2 existe um sub-
conjunto S de {1,2,...,n} com no mdzimo 2|\/n| + 1 elementos tal que todo
numero natural menor do que n pode ser representado como diferenca de dois
elementos de S.

Dicas e Solugoes

Em breve.
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